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APUNTES DE ESTUDIO 


PRÓLOGO 


El presente Apuntes de Estudio trata temas relacionados con el Cálculo Integral de funciones con 
una o dos variables. Está basado en las clases dictadas por los profesores Ricardo Siu Koochoy y 
Carlos Andaluz Zúñiga en la Universidad del Pacífico. 


En la primera parte, se define la integración como operación inversa a la diferenciación, se 
detallan las fórmulas de integración inmediata y se explican diferentes métodos de integración. 
En la segunda parte, se cubren los temas de integrales impropias, aplicaciones de las integrales 
definidas y las integrales dobles. En la última parte, se presenta una colección de 520 problemas 
resueltos y propuestos de los diferentes capítulos. 


Confiamos en que el lector llegue a comprender los temas tratados en el libro, toda vez que estos 
se presentan de manera simple y clara, y que pueda resolver adecuadamente los problemas 


relativos al Cálculo Integral. 


Los autores 
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APUNTES DE ESTUDIO 


| 
DERIVADAS Y ANTIDERIVADAS 


1. DERIVADAS DE FUNCIONES CON UNA VARIABLE 


De acuerdo con el Cálculo Diferencial, se tiene que la derivada de una función у = f, con respecto 
a la variable x, evaluada en Xs tal que y,7 y representa: 
i. La pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función y = f,, trazada en el punto Ут 


(нача) 7 18) 


5 cuando el incremento ^ de la 


ii. El límite de la razón promedio de cambio 
variable independiente tiende a cero. 


Por otro lado, dada una función y = f su derivada se denota como: 


dy df _ 


— => ER 
ах ах (4) 
Por ejemplo: 
: ars 
ин аа а 
а (x* +4) 4 A 
врх +4 Ё (х) 4x? +0=4x 


13 


14 


_ 2х+3_ 2(х-1)+5 


=2+5(x-1)” el) => 


б) x-1 x=1 
(=== -2 -5 
19 - 0 « 5(-1)(x -1) (ay 
Ё d cos(5x?) 


2. ANTIDERIVADAS DE FUNCIONES CON UNA VARIABLE 


Ciertas aplicaciones del Cálculo requieren resolver el siguiente problema: dada la derivada de 
una función, se trata de encontrar dicha función. Es decir, conocida Po se debe encontrar ћу 
En el acápite anterior se obtuvo que: 


4 
f _ ах 


= 3 
Ne 


Dada la derivada de una función Т f' 4, se llega a la conclusión de que „= х, у se afirma 
que f „= х es una antiderivada o primitiva de 4x. 


Además, del acápite anterior se obtuvo que: 


Dada la derivada de una función g 8'„=42, se concluye con que g, =X + 4 y se afirma que 
g = Х + 4 es una antiderivada o primitiva de 428. 


De los dos ejemplos anteriores, dada la derivada de una función Fa үйл 4X5, se concluye соп 
que Ра = Х + C es la antiderivada o primitiva de Р’, , en donde C es una constante. 


Del mismo modo, y con referencia al acápite anterior, se tiene que: 


-5 2x+3 
es + 


la antiderivada de F ",, = 
ок 1 


С, (xx 1). 


la antiderivada de F 18 = -10x sen5x? es cos (5х?) +С. 
2. 2In(2x) 2 
la antiderivada de F ',., = es [In(2x)] +С. 
(х) Х 
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En general, la antiderivada o primitiva de F ',, es una función de la forma F, + С, dado que la 
derivada de „+ Ces F y +0="F',. 


Ejemplo 1: 


Si la derivada de la función Гы = 1049 es Ры = 504'x*, entonces la antiderivada de F D" es 
10a^ 4 C. 


Ejemplo 2: 


1 | 
Si la derivada de la función Fx) = 3px? es Г‘) 43р Ө 3 ARN. entonces la primitiva 
de F* es J3px? +C. - 2 


Ejemplo 3: 


Si la derivada de la función F = x (x + a)(x + b) = № + (a + Б) + abx es Fi, = 3 + 2(а + b) 
x + ab, la antiderivada de Р. es x (x + a)(x + b) + С. 


Ejemplo 4: 

Si la derivada de la función Р, = tan(qx) es Р'„ = q 5ес? (qx), la primitiva de Р es tan(qx) + C. 
Ejemplo 5: 

Si la derivada de la función Ба = ae es Роз —abe bx, la antiderivada de Faes ае + С. 
Ejemplo 6: 

Si la derivada de la función F,, = log, X? = 9log, x es F (к) = = ово e, entonces la primitiva de Р”, 


es log, + C. 
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APUNTES DE ESTUDIO 


|| 
INTEGRAL INDEFINIDA 


1. DIFERENCIAL DE FUNCIONES CON UNA VARIABLE 


Del Cálculo Diferencial se tiene que el diferencial de una función y = f viene dado por: 
O гал 
dy = EL -f (х) 4X 


Si y= f} = X + Со f. = 6х = dy = бах. 


Conocido el diferencial dy = б хах, la operación que permite encontrar todas las soluciones de 
dicha ecuación, y = Lor (es decir, la antiderivada de fas se denomina integración indefinida y se 
denota con el símbolo integral: |. 


Es decir: 
у= [ау = [ea = хе «c 
Го) 
Esto es: 


y= = №+ С 
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2. INTEGRAL INDEFINIDA 

En general, dado el diferencial de у = f,,, dy = "ах, la función y se obtiene a partir de: 

y= Ко = ју -| (х) dx, y se afirma que у es la integral indefinida о la antiderivada o la primitiva 
де Ё. 

Ejemplo 7: 

Si la derivada de у = f,, es й, = 4, hallar la integral indefinida de й. 

Se tiene que ду = f' dx = 4аху que la integral indefinida de f^, es у = р - [вах Como f' = 4 


significa que la pendiente de la recta tangente а 1, es 4, y que la ecuación de la recta debe ser 


у= 4х+ С. De donde y = [ = 4x + Ces la integral indefinida de f, . 
Ejemplo 8: 


Conocida la derivada de у = f» Ё, = x, encontrar la antiderivada o primitiva de Р. 


Como „= x= dy f', ах = xdx y la antiderivada o primitiva de f} es у= f,,= ах recordemos 
que: 


De lo anterior, se desprende que: 


ах" = nx" ах 


fax" = f nx" ldx 


x” +C = |nx" ах (а) 
Si consideramos п = 2: 


faa =х2+С' 
[2o =x FG 


2|хах =x? +С' 
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2 р 
ја = 
2 2 

2 
[xx - c 


2 
La antiderivada o primitiva de f, = x es 2+6. 


Ejemplo 9: 
Dados у = f,, ^ ду = ЗОх?ах, determinar la integral indefinida [зох 
Reemplacemos п = 6 en la fórmula (а) del ejemplo anterior: 
x° +C = foxa = E Зах 
Multiplicando рог 5: 
5 боох = [зох =5(х® +С) = m +0 
Ejemplo 10: 


2 
Encontrar la integral indefinida | teod (ах + b)dx. 


de" 


и 
Como ——- e" du se tiene que el diferencial de e" es de“= qe” afe Bu 
dx dx dx 


Integrando ambos miembros: 


Si consideramos que: 


и = ax? + bx «d 
du = (2ax + b) dx 


fe'au = ацан (дах + b) dx 


2 
= её +bx+d +C 
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Ejemplo 11: 


Obtener la antiderivada siguiente: 


| 5 ах 
3х-5 
Se tiene que: 
ати 140 
dx и dx 


El diferencial d Inu es d Inu = |292.) = Žau, de donde: 


fomu = [Hou 
Inu «c [au (8) 


Hagamos и = Зх + 5 > ди = Зах. 


Reemplacemos еп (В): 


IET [ 1 (зак) = | 2 dx =In(3x +5)+C 
и Зх +5 Зх +5 


Entonces: 


| 5 ах =2| 3 ах = 2In(3x +5) + C' 
Зх +5 Зх +5 


Ejemplo 12: 
Halle la primitiva siguiente: 


| (совлох ах 


а 8ёпи аи 
------0084--, 
ах 


Сото 


а зепи cosu du dx cos udu 
dx 
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Entonces: 


|- cosudu = fa senu 


-f cosudu =senu+C 


Si и = 10x > ди = 10ах, de donde: 


-[(c0s10x)(10ax) 5 “лоў сов10хак = ѕеп10х +С 


Finalmente: 


[(сев10х)ах = зепіх +C' 
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III : 
FORMULAS DE INTEGRACION 
INMEDIATA 


1. REGLAS DE INTEGRACIÓN 


Conforme a lo establecido en el capítulo anterior, se desprenden las siguientes reglas de 
integración: 


› flots] -= fior + [eu 


Дк, |а =K fio 


c) [os -c 


о) 


= 


d) ках = Ах +С 


©. 


feta = [| а дузе 


f Sif; = £(x) entonces еа = fx) +C 
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Ejemplo 13: 


Дзе +2x 6 | х = 4 ёа - 12: вах «4 +2] хах — бх + C por a) y por d) 


Ejemplo 14: 
[лах Е гах = 4x +C por Б) y рог d) 
Ejemplo 15: 
de? 2x? 2х2 2х2 
Si ———— = е 4x, entonces | e * Axdx =e“ +С por e) 
dx је 
(e J 
Ejemplo 16: 


[ (аг +5) ах? + b « C' - ax? + C por e) 


Se lo puede comprobar de esta manera: 


2 
d (ах? +b) = гахах => ја (ас +5) = [2гхах = га | xax = Ра ea = ax” +C 


2. FÓRMULAS DE INTEGRACIÓN INMEDIATA 
En las siguientes fórmulas se considerará и = f y c, n, а = constantes. 


2.1 REGLA DE LAS POTENCIAS 


й уп» 
а) [аи === +c (п +-1) 


b) ои = ja =Inju|+ C 


Nota: en el libro se asumirá que u es mayor que cero y, por lo tanto, se prescindirá del símbolo 
del valor absoluto. 


Ejemplo 17: 


[еа == +С = —— +С 
9+1 10 


porque según а) u= х аи = аху п = 9. 
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Ejemplo 18: 


4 
— ах -4| 
E 


-2+1 -1 
кад C4] E = 
2+1 


porque según а) и = x > du = dx 


Ejemplo 19: 


yn=-2. 


[2 ЈЕ бїпх+С 
Х Х 


porque según b) u = x — ди = dx. 


Ejemplo 20: 


Ejemplo 21: 


1-п 


l= [o я ax 


= (У x «i J(x - Ух «ах 


= fe X tx +x Ух «ах 


| = [Gc ios 


| = lG “Jas 


25 


26 


Ejemplo 22: 


Consideremos: 


Entonces: 


De donde: 


Ejemplo 23: 


Дзе 2x +4) (3x -1)dx 
и= 3х - 2х+4 


” (бх 2)ах m (3x 1)dx 


Si u= € - 4 — du = (2x) ах 


Ejemplo 24: 


A 
Y, 107; 25 x? | 
Ju EL ыг 2Y,7^ ши шин 


(х JD 


је ца 1^ E ыг 
-2-1 
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ја Ер 
A 

l= ° +C 
х-1 


2.2 FUNCIONES EXPONENCIALES 


x 


a) fea- S е 
Іпа 


b) [e =e* +С 
Ejemplo 25: 
Demostrar la fórmula a) a partir de la b): 


Kx = Ina Y ЭН х.Іпа 
a'dx = (e ) а= е "ах 


Si x.Ina=u = ди = 1.Ina.dx => ах шэн 


па 


Entonces: 27 


ferax = fe" du m 1 [ea = 1 el = 1 ELEM 1 (my = 1 ах 
ша па па па Ina Ina 


Ejemplo 26: 


x? x? 
[ха ах |в" (ax) == fe” (раје A. 
2 2118 7 218 


Ejemplo 27: 


Де“ eat = ES 21102562 - е^ ene +C 


Ejemplo 28: 


Ejemplo 29: 


| = [зе "а = а је "ак 


Si u = -mx = ди = -m.dx ах 


нар 2 le" au --3-e" «c - Lom +С 
m m 


Ejemplo 30: 


[= |= +e”) dx 


2х ES 
i-[ eb +2е0 +е b [ах 


b дэхь T 2х «C 


І е 
2 2 
28 Ejemplo 31: 
2х 
1212-34 ах 
b* 

b?* 1, 
! |. |= ах 

3x Х 


БО 


2 
ЕЛ x 
2 b? b? 
П +C, , 1 
3 105 Inb pen PEN 
Ejemplo 32: 
b* -d* 
р 
Ьхах 


2x X Aux 2x 
. 2 lon 4 e ^ 
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(гау И (d / b) 


"20) (8) 


2.3 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


[ Р, 


-C, (bd, bd > 0) 


а) fsenxax =—С05Х +С 


р) ЇЕ хах = зепх +С 


с) ftanxax Е | SenX іх = —Incos x +С 
COS x 


d) f cotxax [222 Insenx +С 
senx 
e) [sec xax = tanx +С 


f) fos хах =-cotx +С 

8) [sec xx = In(tanx +secx)+C 
h) [сха = Іп(свех - соїх) +С 
Ejemplo 33: 


Comprobar Іа fórmula 5). 


d In(tanx + sec x) 1 
dx tan x + sec x 


sec x (sec x + їапх) 


[ес? х sec x.tanx | Sec x 


tanx + sec x 


Ejemplo 34: 


fente oe - ] sentas 2o [229 | cos (a +bx)+C 


Ejemplo 35: 


l= | белах + cos ax) dx 


[= | [sentar + 2senax.cos ax + cos? ах | ах 


29 


І = [[1+ 2senax.cosax Јак 
| = [reset] 


1- fas + z; | (вепгах (2авх) 


I = х “os 2ax +С 
2а 
Е)етр!о 36: 
l= Грета 


Se sabe дие: cos2x = cos? x - sen?x 


cos2x = (1 - зеп?х ) —sen?x 


cos2x = 1 – 2ser?x 


| = [see = ¡jas 


30 
l= = fax -4 [(cos2x)(20x) 


І = фон +С 
2 4 
Ejemplo 37: 
/ 2 
Ух 
| 1 dx 
Si u = du dx = 2du 
deu 24x Ах 


l= [tenu (2du) = 2 | tanucu 


І -2| 2 au 
cosu 


I= -| -senu du 
cosu 


| = -2In(cosu) +С 


I = -2Іпсоз Хх +С 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 38: 

l= [соё ахах 
Se sabe que: sen?x + cos? x = 1 
(Dividiendo entre ѕеп2х): 1 + cot? x = csc? x 


[= [сое ахах = [< ах – 1] ах 


l= = facse? axdx [ж = Ч cot? ax) x+C 
a a 


Ejemplo 39: 


| = [tz - sec? — dx 


Siu tand du ZAT 


m | заг ~ s ви 


јаз ,cC РЕА 
4, 4, 3 
Ejemplo 40: 
[= [соз x “ах 
sen?x 


2 
l= [о X.Csc? x.dx 


| = -|(вохү? (- csc? хах) 
—— знал 


du 


d «сү (сон)? -С 


31 
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2.4 FUNCIONES QUE CONTIENEN A i? - 2 


a) | ан > “Зайл +C. 
иё +a a a 


du 
b) —="u- јаз +a? «c 
Їр +a? 


с) [№ + а? ди = зайд ta? +; mfu + Nu? +a? | +6: 


Ejemplo 41: 


| | ; 1 X 
Comprobar la fórmula a). Bastará demostrar que la derivada de — агсјап— + C es ———- 
a a x“ +a 


d dw 
Recordemos que arctanw = 8 : 
ах 1+w* dx 
1 1 
pm 2 
Т patent ec] == а = 12 _ E 5 
ах [а а а x x х +а 
1+(2) 143 
a a 


Ejemplo 42: 
Comprobar la fórmula b). 


1 
La derivada de ЈЕ tx? + a? | + C debería ser T > para que la fórmula b) quede demostrada. 
ух“ +a 


2х 
архе |+ С] l 2|? eg +x] 


_ 24x? +a 1 


ах x+ ]х? + а? 2 ce + | а? Ух? + а? 


Е)етр!о 43: 
Comprobar la fórmula с). 


Análogamente: 


2х 


2 24x? + a? 


міх? + a? зэ 22 дай. umm 
24x? + a? x yx? +а? 


1 
2 


= : : | 


+ а? А x : a 
2 Jx? + a? Jx? + a? 


Ejemplo 44: 


Ejemplo 45: 


Ejemplo 46: 


172 2, Х ча =i 2. 2 2 ЯЕ 
Кара E Ax Е 


= үх? + a° 


је | ах =Í dx 
4х? +9 (2xy +3? 


и = 2х > du = 2dx T 


1 
| заб f du 
и2 +32 2. ц? +3? 
= Кш а ge 
23 З 


І = закат +C 


а 
u = X? > du = 2xdx > Хах = 7 


l 1 
І . агсїап -C 
2 уз 43 
! M — ын 
УЗ y 


/ [lx [55m 


4sec? x +9 (2весх) + 3? 


u = 2sec x > du = 2sec x.tan x.dx 


33 


аи 


|= 
и? + 32 e 


arctan + С 


-С 


1 шээг 
[= 6 arctan 


Ejemplo 47: 


| ах | 2dx 
2x? +2х +5 4х? + Ax +10 


и = 2х+1 > du = 2dx 


[= т. 
З 3 


34 1 2х+1 


Ejemplo 48: 


ах ах 
Где +9 Ця с +3? 


u=2x > du=2dx > dx = du 


Ejemplo 49: 


[Eo E +9 TS 


APUNTES DE ESTUDIO 


j ds 


(Mp ш) ДАН» 


и 
a 
x* +9 
PON 
-—-«1 
2 


| 24x? +9 ЦЕ „Уа +9 sc 


Ejemplo 50: 


Escribámoslo así: 


'=[ ах 35 


u =e% > du = -е*ах 


| mi тиз V ea «c 
Ju? +22 


| = ine Баје 27 y] HC 


Ejemplo 51: 


І = |a + бах = (3х) + (5) ах 


и = 43x > аи = Зах 


NETO 


pato LN эте enu + du? +5 | +С 
4312 2 


LEE +5 + УЗ Вх + узн? +5 |+ +С 


Ejemplo 52: 


| Ax? – Ax + Бах 
1 2 
=>) (2x -1) + 2° (2ах) 


u=2x-1 > du= 2dx 


К? 
11 г» 27 1 
га 3 uM шилж и + Ми“ +4 ||+С 


36 
1-ти и «4 ниши а | +С 


/ n 1) ү4х2 - Ах +5 in[(2x 1) ах” 4х+5]+С 


2.5 FUNCIONES QUE CONTIENEN А ¿2 - а? 


a) | аи ig em 


Ejemplo 53: 


Comprobar la fórmula a). 


| 1 и-а 7 1 
La derivada de f,,, = — п + С deberá ser —>——>. 
() 24 иза Иа 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 
(и + a)(1) - (v –а)(1) 
d 1 (и +a) 
аи 2а и-а 
u+a 
dy 1 2а _ 1 
du 2a (u+a)(u a) 02а? 
Ejemplo 54: 


Comprobar la fórmula c). 


. 1 и А 1 
La derivada de f, , = — агсзес — + C deberá ser ———— 
а а ими? – а? 


Recordemos que -2. (arcsecw) - 1 “ду? 
ах ww? -1 dX 
Entonces: 
d 1. 1 {i 
du аса s | a) 
а а 
du) 1. 1 1 
du а = udu? а 
d 2 
a 
Ejemplo 55: 
dx dx 
Е =: = 
X* + бх +8 (х +3) _ 12 
Ки 
+ 
zu] “зух 
I at ыг -С 
2 4 
Ejemplo 56: 
=f = З ах 
4x*-11 
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Descompongamos “І” en dos integrales: 
2x -3 2xdx 3dx 
йг 
4x*-11 4x*-11 4х5-11 
_ 1 8хах ;[ 2dx 
4J4x*-11 2 (2х)? 
| - п(ах° 11) 3 1 MZN o 
4 2 241  2x«411 
Ejemplo 57: 


=- [= x+2 
үх? +2х +3 


Análogamente: 


1-2 2(х-2) 
ух? +2х – 


" 2x +2 и: 2ах | 
38 Ух? «2x -3 yx? + 2х - 8 


«а (еза) (x +1)” 2 | -C 


Ejemplo 58: 


Escribámoslo así: 


Si u =e% > du = 2e?'dx 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 


ЕН ди 
22 uu? -1 
11 


| = S. =. агсвес-- + С 
2 1 1 


| = ў arcsece”" +С 


2.6 FUNCIONES QUE CONTIENEN А 2? – IP 


а) | ВЫ - І паи ‚С. 
а –и 2а а-и 


b) ју“ иди = zua и? + у а?агсзвеп +С. 
а 


и 
= агсзеп- +C. 
а 


c) | аи 
ya? — и? 
Ejemplo 59: 39 


Comprobar la fórmula b). 


d (arcsenw) 1 dw 
dx Ми? ах | 


La derivada de la expresión del segundo miembro de la fórmula b) es: 


Recordemos que 


De donde: 
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Ejercicio 60: 
Comprobar la fórmula с). 


Análogamente, la derivada del segundo miembro es: 


De donde se obtiene: 


Ejemplo 61: 
| [ ах | dx 
Ax-x* 122-(х-2) 
po а 
2(2) 2-(х-2) 
г-н E 
4 4-х 
Ejemplo 62: 


is] dx 
sec x |25 — 16sen*^x 
| 5) 


Escribámoslo: 


cosxdx _ | cos хах 
25 - 16sen?x 5? - (4senx )“ 


Si u = Азеп x => du = 4cos хах. 


Entonces: 


І 


| 4 cos хах -f du 
4 52 — (4senx)° 4) 52-12 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 
1 1 "ERE «C 
4 2(5 5-и 
Finalmente: 
1 5 + 45епх 
[= “п : 
40 5 – 4senx 
Ejemplo 63: 
'- | 3-2х- x? dx 
I -| [а - (x* +2x + 1јах 
= [2 -(x +1 ах 
1 2 2 x+1 
1=2(х +1) 2 — (x +1) + 2агсзеп +C 
Ejemplo 64: 


| ах 
І 
х\/20х2 + 8x -1 


А | 1 - 
Hagamos un cambio de variable: x = — — dx = хоо 
и и 
Entonces: 
= 


[үстү ов 
и 


| аи 
420 + 8u – и? 


аи 
| 46 - (u-ay 


Гэ сн 48 
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FÓRMULAS DE INTEGRACIÓN INMEDIATA 


| = –агсзеп 


| = –агсзеп 


A +C 


Зар 


APUNTES DE ESTUDIO 


М, Р 
METODOS DE INTEGRACION 


1. INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN 


En el ejemplo 10 del capítulo 11, para encontrar la integral / = Ин + b)ax, a partir de 


= ax? +bx+d 
du = (2ах + b)ax' 


la fórmula [e e“du = e" + C, se efectuó el cambio de variable Y 
A esta forma de calcular la integral se le denomina método de sustitución. Así pues: 
| = ааг + b).dx = fer 
| = fe'au =e" +C =e% bed С 
Ejemplo 65: 
/ -| ах 
X Ї - |n? x| 


Si u= nx — gya” 
X 


58, 


In? х 
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Ejemplo 66: 


fs 2dx 
x Jx +4 


Six+4=u = dx= 2udu 


. -af du 


и? —4)u и? -4 


De donde: 


ја 02, 
2(2) u+2 

ух-4-2 

ух-4-2 
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| «In +С 


Ejemplo 67: 
x 
ı- -<1 
ех «1-1 


Sie + 1 =: > edx-2udu 


Entonces: 
| = 2| иаи 
и-1 и-1 
De donde: 
1-2 [Za \ | 1du 
и-1 и-1 
І 2[и +In(u 1)] +C 
Finalmente: 


| 2 2Ne* +1 «2in| de” +1 -1]+б 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 68: 


шэг, 
1+х 


Si u =m[x ах? +1) 


2х 
тэ 
2үх“ +1 
ди = РА dx 
х+ух2 +1 
De donde: 
ди = 1 ах 
x? +1 
Entonces: 


(х + x? +1 
i- | е” | 


І = [vau 


y Au 


+ 
3 


арабаў" ec 


2. INTEGRACIÓN POR PARTES 


Sean u y v dos funciones cualesquiera de x, entonces: 


а (uv) = иду +vdu 


udv = d (uv) - маш 
[wv = fa(uv)- [vie 
[wv - uv = [veo 


De donde: 


Con lo cual: 


45 
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A este método se le denomina integración por partes y lo aplicaremos а la integral ILL 


En Ш2 hagamos: 


u=Inx V = x 
+ 
1 
ди =— ах dv = dx 
x 
Entonces: 
[ак = (n9 - [| зах) 
x 
Con lo cual: 
[mx =xInx -fox 
[пл =xInx-x+C 
Ejemplo 69: 
I = fe” хах 
1 
Hagamos: z = /х => dz= dx 
: 24x 
ах = 2/xdz 
хах = 2xdz 
De donde: 
| = ЇЕ (2ха2 ) 
І 2 2|e*z?dz 
Se tiene que: 
u= 22 y = ez 
y Т 
ди = 2202 dv =e*dz 
Entonces: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Hagamos: 


Se tendrá que: 


/ aletz? ale | 


| = 2e? z? – Ae?z + Де? +C 


De donde: 
| = 20% x de Jx + 40% +C 


Ejemplo 70: 


Demostrar que se cumple: 


[сч "gy dX = ХЭ bd" (n + 1)x"f) +n(n+ У pete 


En la integral / = ре (x) %, hagamos que: 47 
_ yn+l ET 
и=х v=f (x) 
+ t 
du = (n +1)х"ах dv =" 
Entonces: 


AS fo +1)x"F y dx 


ИХ” у = fx) 
y Т 
ди = nx" dx dv = f б) ах 
De donde: 
рах б” (n + I) х", - Шал 
Finalmente: 


| 2x"f id (n + 1)x"f) +n(n+ 1) pete 


3. INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Si el integrando contiene expresiones como u + &, u? – а? о & – (f£, siendo и una función de x 
y auna constante, se aconseja efectuar un cambio de variable conveniente para aplicar alguna 
identidad trigonométrica. 


En el caso de u° + a° , conviene hacer и = а Тапд, de modo que: 

и? + a? = a? јап 0 + a? = а? (tan? Ө +1) = a? sec? Ө 
En el caso de u° – а”, conviene hacer и = а secó, de modo que: 

u? — а? = a? sec? 0 – а“ = а? (sec? 8 –1) = а? tan? Ө 
En el caso де 42-12, conviene hacer и = а cos, де modo que: 


a? – u* = а? — a? cos? Ө = а? (1 —cos2 0) = а? sen? Ө 


Como ejemplo de aplicación demostraremos que 


du 1 
и? «a а 


Se efectúa el cambio de variable и = atan0 — ди = азес? дад 


0 = arctan & 
a 

Entonces: 

2 2 

| - -| — a Е ЯВЦЫН – [ад =-0+6 
и“ +а а їап 0 + а a J sec“ 0 a a 
Con lo cual: 
| ШШЕ eis actan ] с 

иза“ а а 
Ejemplo 71: 
Encontrar 


| хЗах 
x2 +4 
Sea x = 2tanü > ах = 2sec? 0 d0 


Entonces: 


| хЗах I S 5 tan? дзес” 0 ад 
Vx? +4 „|“ (капе 0+1) sec 


APUNTES DE ESTUDIO 


3 
| хэс -8| tan? 0secodo=8/ (tan? o) (tan oseco)ao 


4x? +4 


3 3 
| X OX сео -1)(sscøtang o) - | 2 ео 


4x? 44 
2 
Como tanó = 2 > secó = tan? 0 +1 ze -1= ын + 4, la integral es: 


Ejemplo 72: 
Encontrar lx 
x*44 — x? 
Sea x = 2sen09 > ах = 2cos0 10 49 
Entonces: 


| 1 | 2cos0d0 -f coso d0 
dx = = : 
la =x (4sen? 0) (1 - sen? 0) 4 2 чеп“ 0cos 0 


dx - [52990 = -> coto +c 
4 4 


1 
= 


Como cot@ = , la respuesta es: 


2 
со50 | 1-(%) _ у4-х?°? 
зеп 0 X5 х 


2 
2104-х? c 
4 x 


4. INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES 


Si el integrando consiste en un cociente de dos polinomios, Р„ y Q,, que sean polinomios 
enteros, tal que el grado de Р,, es menor que el grado de Q_, vale decir si se debe integrar una 


Р, 
fracción racional propia ши se recomienda descomponer en fracciones parciales e integrar 
(х) 


separadamente cada una de ellas. 


Recordemos que se pueden presentar los cuatro casos siguientes: 


a) Factor lineal simple 


A 
b) Factor lineal tid + in 
actor lineal repetido == TEES ay 


zu ; Ах +В Cx+D 
с) Factor cuadrático simple — dine =... 
X +bx+c x*-«dx«e 


ET | Ах+В Cx+D 
d) Factor cuadrático repetido x + Е 


*bx +c [2 + bx +c) 


Una vez descompuesto en fracciones parciales, se procede a integrar cada una de ellas. Por 
ejemplo, en el caso de fracciones lineales: 


| а a= Aj % Aln(x-a)+C 
Х-а Х=а 
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Г 8 х ах Bl (x аў ах 8(х а)“ C SH +C 


Эн Хн 


En el caso de los factores cuadráticos, supongamos el siguiente ejemplo: 


Ах +В x+1 2x +2 2x+4 2 
Гаа l 
X* t bx +c х2+4х+8 2] 2 такав 2 x? + Ах +8 (х+2) + 22 


Ре допде: 
У +C 


— к= (х2 + 4x +) 3 асап 
x* +4х +8 2 2 


Ejemplo 73: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Se descompone: 


1 1 A B 


х2-ах x(x-a) х х-а 


1-А(х-а)-Вх 


1=(А+В)х - Аа 


De donde: 
A+B=0>8B=Y 
-Aa =1>A="Y/ 
Entonces: 
Y, 1 
‚= | а dx + а ах 
x х-а 
| Inx + —In(x -a)«C 
jet? uc 51 
a X 
Ejemplo 74: 
3 
[^ +4х +2 х 


Se descompone: 


х3+4х+2 Ах-В , Cx «D 


(х +4) х +4 (х +4) 


х% +4х +2 _ (Ах +в)(х? +4)+(Сх + D) 
(x? +4) (ха +4) 


De donde: x? + Ох? + Ax +2 = Ах? + Bx? + ДАх + Сх +4B + D 


Igualamos los 1-A 
coeficientes 0-8 
respectivos: 4-4А-0 


2-48-0 
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Se obtiene А 


Entonces: 


Por separado: 


Finalmente: 


1,B=0,C=0yD=2. 


раке -| хах 

(х2 + aY х? +4 

|. алт (e +4) 
x? 44 


dx [ 2sec^0d0 
К 2 4! | 


4 (tan? 9+ 1 


зес 940 1 2 
Јар а] ато cid 
2+4) sec 0 


-f 2dx 
pe + аў 


PUE 
| x na 


x = 2tan0 
dx = 2зес? 040 


вад 


x° +4 


| ах AS do- 
(х Ї 8 2 16 


X 
{апд = — 
Сото 5 


Ө = arctan Ž 
2 


зеп 20 = 2sen 0 cos 0 = 2 E 


|^ T : sen 1] 
2 


2 4х 


\х? +4 


а 2+4 


ах 1 Х 
Г x Ї = 2. arctan 5 + 


1 4x | 
2 х244 


APUNTES DE ESTUDIO 


5. INTEGRACIÓN DE CIERTAS FRACCIONES IRRACIONALES 

5.1 INTEGRALES DEL TIPO | АС & b) (ах 4b) 7e ,... d 

Se resuelven efectuando el cambio de variable: 

ах + b = 2", en donde "n" es el mínimo común múltiplo de п), D», 


Ejemplo 75: 


Y AE 
4-7 


(x +1) - Vx +1 
Consideremos: 


х+1=> > dx= 2207 


Entonces: 
шэн. дү 45: (2242) - 2 232 d; 
(x +1) Vx +1 2'-2 2° 1 
Por fracciones parciales: 
1-2 1 12 +1 
27-41. Z=l z? Би 
De donde: 
| uM A 2| 1 1 22:41 , 1 
(x +1) Мк +1 2-1 21224241 2 2 
2 2 
1 
/ Z+ 
f — ep = ата ыл + +1) 1 агсїап 22.5 
(x +1)” Vx +1 3 


| Ala T x -2In(Vx +1 1) п(х «24x +1) 245 cian? 2, 
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(x +1) - Vx +1 
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dx 
5.2 INTEGRALES DEL TIPO | Р 5 
(x-a) Мах“ + bx «c 


Se resuelven valiéndose de la sustitución: 


1 
=u 
Х-а 
Ejemplo 76: 
| ах 
xx? -1 
Asumamos: 
и > X 1 > ах 
x u u 
Entonces: 
_ Чи 
| ах | 12 | иза! 
xx? —1 xd 1 41-44 
и? Nu 
Hagamos: 
2z)dz = 
1-u?-2z?—u lez d 1(- ) 4 
“а J1- 22 “Да 
De donde: 


E qae 


Sea 2 = с0$0 => dz- -sen0 d0 


Con lo cual: 


– cos? аў? “(-зепд йө) = - | sent вав 


а 


А _ 2 
F. | (ето) ад | ОЕ 40--2| 2cos20 + cos? 2009 
xx? -1 2 4 


ах 1 1- cos 40 
= Ө – зеп 20 + Де] 
F Al 2 


APUNTES DE ESTUDIO 


| ax = Los L sen20 lo WO 
х®/х? -1 4 4 8 32 


| E = 3 + lsen20 l сепдд + С 
х54/х2 1 8 4 32 


coso = 2 
A partir де 22 -1-u* — сод = 2 =v1-u* =,/1 2 EE 
x x 
1 
и = — 
x 
y del gráfico 
Х 
1 
Ш 
x? -1 
se tiene que: 
Q= resen r 
x 
2 2 
О] З m 
x x x 
2 2 
cos20 =1-2зеп2 0 =1 Н M = 
X x 
dA 2_ 4(х2-214х2-1 
EE T. Ч! al | ) 
x X x 
Finalmente: 


arcsen ! 


хІх 8 х 4 


[ dx 3 1 Це 1 (4(х2-2) Vx? -1 


ах 3 1 1 3 2 
| = arcsen— + 77 > |ҮХ 1+С 
xS? —1 8 x 4x 8x 
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APUNTES DE ESTUDIO 


V 
INTEGRAL DEFINIDA 


1. INTEGRAL DEFINIDA COMO LÍMITE DE UNA SUMA 


Sea у = f, una función continua definida en el intervalo а < x < b (asúmase que a = x y b = x). 


y 


Consideremos que dicho intervalo está dividido en л subintervalos (Ах, Ах), ..., AX, ,) mediante 
los puntos Х, Х,, ..., X, 1. 
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Escojamos 8, , 6), ....£,. 


La suma de la forma 


з, tal que 
а= Xo < & S Xi 
X, < & < X> 
Хрл < €p-1 S x, = b 
20 e En-1 
|+ . | le 
x X2 Xn-1 
Е s- AXo +f, AX +... +f Ах 
(го) 0 (а) 1 (55-1) n-1 


recibe el nombre de suma integral de la función f en [a,b]. 


Dicha suma integral corresponde a la suma algebraica de las áreas de los rectángulos mostrados 


a continuación: 


У 
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b 
Por convención, se empleará el símbolo | f gx para representar а la integral definida de ў, con 
respecto а x, desde x= a hasta x= b. `“ 


APUNTES DE ESTUDIO 


Es decir: 


Ejemplo 77: 
b 
Considere la función constante y = 1, = c y evalúe | Гах: 
а 


Dividamos el intervalo de [a,b] en subintervalos de і) igual longitud y іі) diferente longitud, рага 


b 


evaluar | сах. 
а 


i). Intervalos de igual longitud: 


Ax 


Ax = 


n 


e, puede ser cualquier valor tal que x; < e; < x;,, , ya que 15) =сүі0</<п-1. 


b n-1 n-1 Е 
| са = іт У ў. ул = lim Е 3 


а no de no de n 
i i= 


[сак (b -а) lim [t e£. На] 


СЕС a) lim 1 е+с+...+с] 


а no П 


| ca (b a) lim +[nc] (b a) lim c - c(b - a) 


a 
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11). Intervalos de diferente longitud: 
у 


Ах, Ах, m Ах, \ 
AXo =X,-a Sumándolos 
Ах, = X> - Ху n 
| Ax; =b-a 


60 | сах = lim Га) AXi 


Ejemplo 78: 


Sea у = f, = Xtal que x e [2,6]. Dividir el intervalo [2,6] en n subintervalos de igual longitud y 


6 


considerar e, en el extremo izquierdo del respectivo subintervalo para evaluar | хах. 
2 


APUNTES DE ESTUDIO 


Del gráfico: 
AXo Ах, АХ: E 
n n 
50 = 2 
& =2+Ax 81 
E) =2+2Ах 
£g.) = 2+(n -1)Ах 
Зе Непе дие: 


© 


ЇЕ: e im БАС | x) ee (2+ (0-1) 


2 По 


Pra = 4 lim Ë 2(n = 


[ow - 4 lim E «2-2 -4(4)-16 


2 n>a 


Ejemplo 79: 
4 
Comprobar que | х?ах 221. 
1 


Consideremos subintervalos de igual longitud y escojamos los puntos medios de cada intervalo 
como los respectivos =, 


y 
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Consideremos: 


uds 5 =1+ 3 =1+1 3 
2 2\п 2п 2п 


Nótese que 1 = 2(0) + 1 
ideo Ape] B NAE. x 
2 2\п 2п 2п 


Nótese que 3 = 2(1) + 1 


APUNTES DE ESTUDIO 


Nótese que 2n- 1 = 2(n- 1) + 1. 


De donde: 


4 
| x*dx = lim У К.) + Ax; = lim 3 
1 1 


4 2 
| е 3lim 1 1 аа 
1 п П 2n 2n 


Téngase en cuenta que: 


Entonces: 


[а = mio (1) + 212-0] Ч 


4 
| ар иза ZEE 
1 n>w 413 


4 5 3 
[бак - зат? | 3(7-0)=21 
1 


noo 


2n 


| 
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2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 
Si f Y g son funciones continuas en el intervalo de integración а < x < b, se cumple que: 


a) f gx zu). 


с) | cf ax =c : f ax. (c: constante) 
d) [+в] је - | Өс | к 
ө [ pp p e (a« c« b) 


3. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 


El teorema fundamental del cálculo, llamado Regla de Newton-Leibniz o Regla de Barrow, permite 
calcular el valor de una integral definida a partir de la antiderivada. Consta de dos partes que 
serán enunciadas y demostradas a continuación. 


Parte 1: Si fes una función continua еп [a,b], entonces la función 47) -[« К. yat tiene una derivada 
en cada punto x de [a,b] y se ud que: 


x = dx |. f gt = Ко 


Demostración: 


Se sabe que la derivada de la función F. es: 


t 
ge lim 2 2 
ах 10 ћ 
x+h 
dF _. | fadt | | 
lim = 5 (a partir de la propiedad 2e) 


APUNTES DE ESTUDIO 


dE cole 
«mi wi] 0) 


| ———ÓÀ 
Valor promedio de la 
función f desde x 
hasta x+h 


Segün el Teorema del valor medio para integrales definidas, la expresión (1) se puede escribir 
como: 


dF . 
-~ lim fey en donde се [х,х + h] 
> 


En la medida en que htienda а O, el valor de с se aproxima al valor de ху como fes continua, se 
cumple que 1, tiende a f... Con lo cual: 


dF р 
Pu аса 


Parte 2: Si f es una función continua en cada punto de [a,b], y si Р, es una antiderivada de 7, 
en [a,b], se cumple que: 


b 
| ld = Fio) = Fla) 
Demostración: 


La parte 1 del teorema fundamental indica que: 


X 
e [sa 
dx ах mu 


Integrando ambos miembros se obtiene: 


x 
Elx) = | f gt es una antiderivada cualquiera de f... 


Por lo tanto, se puede afirmar que: 


Escribamos: 


Г ык ЇЙЛ: 25 | Жон | m 


Con lo cual se llega a: 
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Ejemplo 80: 
4 
Calcular | х?ах 
1 
4 
4 3 
| хах = Х| = | (43 13) - 63 281 
1 1 3 
Ejemplo 81: 
1 
Calcular | хЗух + 3 dx 
0 
1 1 1 1 1 
| x4 x^ +3 ах -| (x° +3)% (ка) == | ES ‚з? (4x°ax) 
0 0 4 Јо 
1 x` +3 3 3 
| xXx? + Зах 1 | 3 | Цан з 
o % 
0 
De donde: 
1 2 
| xxt +зах = Š 1 
0 
Ejemplo 82: 4 
e 
| Inu du 
Calcular e? 


Se sabe que [писи -ulnu -—u +C 


Entonces: 
e e^ 
| Inu du =u Inu -u = (e^ пе“ - e^) - (e? Ine? - e?) 
е? а? 
e^ 
| Inu du (4е“ e^) (20? e?) Зе“ —е? 
е? 
Ejemplo 83: 
Calcular | 
5 (зепх +1) 


2 


APUNTES DE ESTUDIO 


га 
л л Є ѕепх +1 
|. Eh аў -41, (senx +1) ¿assay Е 
5 (зепх +1) 2 -1 
| 4cos х ах --4 1 1 а-а] 
> (senx +1) senm+l села +1 2 
2 
Ejemplo 84: 
Ind aX _ в-Х 
Calcular | ° “° a 
In2 ех +е 7 
x -Х x —X x =x. 
Sea u =e* +e > ди = |е +е (-1) Jax =| e -e Jax 
1 
Si x=In2 >u =e"? +e"? = 672 , g^ 2=2+ y =% 
1 
x =In4— u c e^ e7 = en4 че" = 4+1⁄ 17, 
Entonces: 
17 7 
In2 eX +e 2 и 5 52 10 


л 


2 
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APUNTES DE ESTUDIO 


МІ 
INTEGRALES IMPROPIAS 


Sea y = ho una función continua definida en el intervalo a< x< b. Como se explicó en el capítulo V, 


b 
la integral definida es | f ax. 
a 


1. INTEGRAL IMPROPIA 

Se denomina integral impropia a Г f gx en cualquiera de los dos casos siguientes: 

i) Por lo menos uno de los dos límites de integración (a y/o b) no es finito. 

ii) El integrando f tiene un punto de discontinuidad, por lo menos, en el intervalo a « x « D. 
1.1 INTEGRAL IMPROPIA CON LÍMITE DE INTEGRACIÓN NO FINITO 

La integral E f gx es impropia en cualquiera de los tres casos siguientes, y se indica el modo de 
calcularla. 


i) ITE lim f yd. 


a> Ја 


© Ь 
ii) Ї f ax = lim f Jax. 


Ь- Ja 
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со с b 
iii | fi x= lim | {+ ит | fX (cem. 


a—— Ја bo 


Si al calcular estas integrales impropias el resultado es finito, se afirma que la integral es 
convergente; en caso contrario, la integral es divergente. 


Ejemplo 85: 


| : 22 ГОХ 
La integral impropia | —> converge a 1. 
1 Х 


Ejemplo 86: 


1 
'= | e*dx 
70 —o0 
1 1 
I = lim | e*dx = lim е” 
a—— Ja a——o 


a 


I = lim (ee) 


а-о 


| = lim e- lim e? 
a—>-0 а-»-оо 


1|-6-0-6 


1 
La integral | e*dx converge а e. 
--00 


Ejemplo 87: 


| с dx . [^ dx 
[= im f 5 lim | > 
аэ-еда 1+ 4Х Бэх Је 1+4Х 


рала L[. 2 ig 5 2k 
аэ-=2 a 1+(2x) бог 2 Jc 1+(2х) 


APUNTES DE ESTUDIO 


21 2x" 
im —arctan 
Бе 1 1 E 


l= ri lim (arctan2c - arctan2a)+ lim (arctan2b – arctan2o) | 


а-›—=© рәх 


Эр mn] 


La integral Г саў converge а ыг 
wlt? 2" 
Ejemplo 88: 
0 
I -| xe* dx 
Calculemos la integral indefinida [хегах por el método de integración por partes: 71 
u=x v=e* 
y t 
du = dx dv = e*dx 
Entonces: 
peo = хех [e = хе“ –е“ +С 
De donde: 
0 0 
l= lim | xe*dx = lim e* (x –1) 
a>- Ja a> a 
2011 0 2 _ да >; 
1 = Jim [e (0-1) - e* (a 1) 
1--1-1 ?(a-1 
LE (a ) 
h 
Calculemos | = lim e* (a - 1) 
a—— 


Hagamos d = -а 


Si а > =, entonces d > о. 


Entonces: 
| = lim e? (a-1)= lim e 9 (-d -1 
1 a—— ( ) d>% ( ) 
. d+1 
Ta 
Según la regla de L'Hopital: 
. 1+0 | 
bed сезй oe 
Finalmente: 
1--1-1--1-0--1 
Ejemplo 89: 
-[ ах 
— x — 3 
0 
I= lim f ax 
72 а— Ja x — 3 


I = lim In[x -3| 


0 
а 


| = lim (Injo— 3| - па - 3] 


а--е 


1-103- lim In|a - 3| 
a—— 


© 


Se desprende que la integral es divergente. 


Ejemplo 90: 
! -| Іп хах 
1 


Сото [тха - x (Inx — 1) +С, se tendrá que: 


b 
[= т | Inxdx = | 
1 b 


b>% 


im x (Inx 2 
I = lim (b(Inb - 1) -1(m1 - 1) 


I = (tim 5 [ит (Ino —1)}+1 


о b>w 


© © 
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Se deduce que la integral es divergente. 
1.2 INTEGRAL IMPROPIA CON INTEGRANDO NO CONTINUO 
La integral Г f gx es impropia en cualquiera de los tres casos siguientes, y se indica el modo de 
calcularla: 
i) Si f, es discontinua solo en x= а. 
"in yx = = lim Г N a 


=—>0* 


і) Si f. , es discontinua solo en x= b 


b-ée 
Fo ше! а 
iii) Si f, es discontinua solo en х= c. (c e [а,6]). 
Ce b 
Шарга quee In 


Si al calcular estas integrales impropias el resultado es finito, se afirma que la integral es 
convergente; de lo contrario, la integral es divergente. 73 


Ejemplo 91: 


| 1 : : i т 
Сото el integrando —— No es continuo en x= O que pertenece al intervalo de integración 
x (Inx) 


BA se puede escribir que: 


. 2 ах 
£20* /0+= x (In x) 


I = lim У (из) (2) 


£20* Ј0+= ——— 
и 


| = lim 
¿sor -2+1 


Como lim Ine = —, 


=—>0* 

1 
К-ы) 

1 

In 2 

У 

In2 

Ejemplo 92: 


mf dx 
ЛЭ PA 
0 (x 2% 
74 

27 99 discontinuo en х = 2 que pertenece al intervalo de integración 
(х-2)9 


Como el integrando 


[0,4], se tiene que: 


| = lim [a lim IN = 
c20* Jo (x - 25 го“ он (x - 25 


2-= 4 


+ lim 3(x саў? 


0 гэ” 2+2' 


| = lim 3(x – 23 


г—0" 
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2. CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA 


Si noes posible evaluar una integral impropia en forma directa, se puede determinar la convergencia 
o divergencia de la integral mediante dos criterios: el criterio de comparación directa o el criterio 
de comparación de límites. 


2.1 CRITERIO DE COMPARACIÓN DIRECTA 


Si rs у g son funciones continuas еп [a,oo | tal que O < Ко < (y) Yx > a, entonces: 
a) Si | (dx converge >| fax converge. 

a a 
b) Si | f gx diverge >| 8( ax diverge. 

a a 


Ejemplo 93: 
. | ® sen? x 
Analizar la convergencia de | -r 
L.X 


Se tiene que -1 < зепх <1 = 0 «ser? x « 1. 75 


2 
n 1 
аа 5 
Х x 


Como ж > 0, Vx» 1, entonces O < 


n? х 


Segün el ejemplo 85, | ox converge al valor de 1. Por lo tanto | 2s 
1x jux 


dx es convergente. 


Ejemplo 94: 


= 2 
Demostrar que | e * dx es convergente. 


0 
1 


Se tiene que | e dx = | e^ dx, 
0 


2 
e * dx -f 
0 


1 
Averigúemos si ambas integrales son convergentes: 


2 


. aye 22. 
SiO<x<1>0<x*<1>0>-x?>-1>e >e 1>е* 


1.5 1 
| ех ах <f 1ах 
0 0 


1 1 
2 2 
| e* ах <1 >| e“ dx es convergente. 
0 0 
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. 2 1 1 
Si x>1— x2>x— e ге“ > > — 
e e* 


De donde e * > es 0. 


Calculemos: 


оо b b 
| e “dx = т | “ак = = im | e* (-ax) 
1 1 


рәх b—% J1 


b 


© 
| e *dx =- те“ 
1 


рәх 


, == Jim (e? -e?) (9 


© 


= 1 2 x? 
Como | е “ах converge а =, entonces | ex dxes convergente. 
1 e Т 


[rs] 
2 
Con lo cual, | e * dx es convergente. 
0 


Ejemplo 95: 


Demostrar que | | dx es divergente. 
1 


1 
Ух? +4 
1 


2+4 


Six> 1, зе cumple que La 


Analicemos la integral: 
b 


ый! . 51 : 
| ах т | ах = lim In x 
1 X Бэх Ј] X bw 


| “Ваў = lim [Inb —In1] no es finito. 
1X bw 


1 


„Гл : : ја 1 
Ре допде, “| —dx es divergente, también lo será | — dx. 
1х i 1 yx? +4 
Ejemplo 96: 
o „2 
Demostrar que | + ах es divergente. 
1 xX 


| х2-2 x? 1 
Six>1> 3 ла =—. 
X X x 


со 


х2-2 


Del ejemplo anterior: | 
1 Х 


1 : 2 т Ёол 
— ах ез divergente. Entonces | 3 ах también será divergente. 
1 xX 
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2.2 CRITERIO DE COMPARACIÓN DE LÍMITES 
f(x) 


Si f Y ga son funciones positivas y continuas еп [а,оо [ y si lim — = L (0 < L < со), entonces: 
1 ся Хх оо Elx) 
| f gx y | E. ydx convergen ambas o divergen ambas. 
a a 


Además, si L = 0, se cumplirá que f} < в, a partir de cierto x y зі] ED es convergente, 
a 


entonces | f dx también lo será. 
a 


Ejemplo 97: 


1 1 | a А 
Ѕеап Ку = У 80) = —5 dos funciones positivas y continuas en [1,0 [. Demostrar que 
X X^ +4 


oo oo 1 
| — ах у z q A convergen. 


x 1 X + 
: 1 1.4 
32 2 => 
Como lim L= lim < = lim X— 5 = im 2501, 
x>0 8(x) x>0 1 хә= Xx x>0 1 1 
x? 44 


las dos integrales siguientes deberán ser ambas convergentes o ambas divergentes. 


Así pues: 


TE 
| — ах es convergente. 
1 х? 


Por otro lado: 


b 


х dx . f^ dx xu X 
5 = lim 2 = lim —arctan— 
1 X44 Вэюді X° +á  b>02 1 


| e EE arctan andan ES 0.464 | = 0.553 
1 х2+4 2b>0 2 2) 212 


2 


° dx - 
también es convergente. 
1 x“ +4 


11 
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Ejemplo 98: 


ыг +1 
Analizar la convergencia de la integral | 25. 


Consideremos ў. = VX*l y £i x p | 
(х) x? X xd 


, МХ +1 
Como lim —@ = lim —X lim ха lim [1+ 1 1; 
хэ» 8(х) x—>0 == х оо \/х Хю Х 
E 
analicemos L 
138 
b 
| li x? 
ж-т [E x? = im ^ EZ 
° dx Я 1 1 
— = 2 lim 2(0-1)=2 
1 ‹% mis 1 ( ) 
De donde: | 1 ox ambas son convergentes. 
Ejemplo 99: 


dx 


М2 +1. 


Analizar la convergencia de la integral ў” 


: 1 "T : 
Consideremos ў. = у g, =—, ambas positivas y continuas en [1,0 |. 
(x) 2+1 (х) 
Calculemos: 
1 
lim 5€). lim іт 012. =1 
Хх ( ) Хо» 1 Хе Х 
x? +1 
m : Е - ; 
Como | — dx es divergente, entonces | también lo será. 
1 X 1 jx“ +1 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 100: 


А 4122 ?|nz | 
Determinar si la integral | — dz es divergente. 
e Z 


1 | | Яг : 
Supongamos fz) = - у 8(2) = „> dos funciones positivas y continuas en [1,% [. 


Calculemos: 
I 1 
lim 2 lim = lim 1-20 
2— Е (2) zo» INZ z>0 |n Z 
z 
Entonces, a partir de z > e: 
1 Inz 
SS 


b 


es divergente, se 


uu TET sdz _ phar с 
Por el criterio de comparación directa, como — = lim | — = lim Inz 
e Z e e 


Бэ 2 Бэх 


© 


Inz 
concluye con que | з: es igualmente divergente. 
e 
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VII : 
CALCULO DE AREAS DE 
REGIONES PLANAS POR 
INTEGRACION 


1. ÁREA BAJO UNA CURVA 
Sea у = f una función continua по negativa en el intervalo a< x< b. 


У 


% 
© 
х 


Analicemos qué representa gráficamente la integral definida de la función f,, entre los límites 
х=аух=Ь. 


b _ Á : 
Е dx = lim Vf. -Ax уе AX = Área del rectángulo sombreado a 
a 0) (а) “i continuación. 


81 


Por ello, grafiquemos у = fy: 


Ул 
y=f(x) 
42 
>x 
Юза X Ж х, Ку Хер 
эн — 
AXo Ax, Ax; Ln 


El término 1,, * Ax, corresponde al área del rectángulo mostrado en la figura. Cuando п > оо, el 
r Џ . . . 
número de subintervalos aumenta y su ancho (Ax) disminuye ав forma tal que la suma de las 
áreas de los rectángulos se aproxima al área bajo la curva у = f, y por encima del eje х. 
82 


Así pues: 


4 M " 848 Я а 4 — p + 
Si la función у = La es continua y no positiva en el intervalo a< x< b, el término Та - AX; Será 
1 


negativo y —£,, * Ax, corresponderá al área comprendida por encima de y = 1, y por debajo del 
eje x. 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 


Ejemplo 101: 


Encontrar el área situada bajo la curva y= x? y por encima del eje x, comprendida entre las rectas 
x=-2yx=4. 


y 
y = x° 
> 
22 4 x 
El área comprendida entre y = X y у= О (eje x) es: 
4 4 
_ аа 
A= [их ЈЕ ах 
-2 -2 
4 
3 
a 254 (C9) gun? 
3 п 3 3 


Nota: 


Las áreas А, y A, mostradas en la figura siguiente están en relación de 1 a 2. 


а 3 
а = | х?ах = E 
0 3 


0 


A, + А, = а. а? = а? (área del rectángulo) 
Entonces: 
3 
O А 1 
84 А, = га А; 2 


El resultado де! ejemplo anterior coincide con el del siguiente procedimiento: 


y 


А = = (2)(4)=3 
Ар = 3 (4)(16) == 


Ejemplo 102: 


Calcular el área sombreada en la figura: 


APUNTES DE ESTUDIO 


El área sombreada es: 


A 


==(2+7)10 


| 


А = 45ип? 
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2. ÁREA COMPRENDIDA ENTRE DOS CURVAS QUE NO SE CRUZAN 


Sean у= f, € Y= g, dos funciones cuyas gráficas no se cruzan en el intervalo a < x < b. ( 


Vx e [a,b]). 


El área del rectángulo sombreado es: 


|) -&\„) |Ах 


El área comprendida entre у= f} e у= g, es: 


n-1 
A= lim У | 6786) 
i-0 
n-1 n-1 
A= lim $ f, Ax, = lim У д Ax, 
1-0 1-0 
Es decir: 
b 
A=| Е ах-] е, dx 
„ 90 =) 80) 
b 
A= | (0) - в (x) |ах 
a 
Ejemplo 103: 


Determinar el área mostrada en la figura siguiente: 


f 


x) 


Em 


APUNTES DE ESTUDIO 


= X 
а = и b=4 
Encontramos la ecuación de la recta que pasa рог A y В. 


гЛАС 


Я j 16-1⁄ ЭГ 
ҮЭ 
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El área pedida es: 


4-2 EA 
48 16 


Ejemplo 104: 


Hallar el área comprendida entre la recta que раза por A y Ву la curva y = х, situada a la derecha 
de x= x, y a la izquierda de x= x, . 


El área pedida es: 


жы d. 1 2-1 
4 2 д) (4 2 4 


APUNTES DE ESTUDIO 


А„= А, + A, +A, 


Como A, = A, y A, = A, se puede escribir А, = A, + А, + A, que corresponde al área de un 
cuadrado de 1 un. de lado. 


mm 


"Ar =1(1)=1 un? 


3. ÁREA COMPRENDIDA ENTRE DOS CURVAS QUE SE CRUZAN 


Sean у= f} e у= £, dos funciones cuyas gráficas se cruzan en el intervalo a < x < b. 
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De acuerdo con el acápite anterior: 


Ejemplo 105: 
Determinar el área de la región acotada por la recta y = х- 1 y por la curva y = (х- 1). 


La región cuya área se requiere calcular es: 


J 


El área pedida es: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 106: 


Encontrar el área de la región limitada por las curvas y = х e у = У, comprendida entre х = Y y 
XER: 


Е! gráfico correspondiente es: 


PLII 


El área pedida es: 


4. ÁREA DE REGIONES MEDIANTE INTEGRACIÓN 


En ciertos casos es conveniente considerar a los elementos diferenciales del área como franjas 
horizontales de ancho dy, tal como se muestra a continuación: 


ta 
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CALCULO DE AREAS DE REGIONES PLANAS POR INTEGRACIÓN 


La franja horizontal, de ancho ау, tiene área: 
аА = | ву) = £x) Y 


Entonces, el área de la región comprendida entre las curvas х = Ey) УХ = 22у) еѕ: 
b b 
А -| dA -| EN = gx) [у 
а а 


Е)етр!о 107: 
Determinar el área де la región encerrada por la recta у = —x y la parábola х = 2 – у”. 


Se tiene que: 


x=2- y? 
(y - 0 = -x- 2) 
V (2,0) 


Е! área pedida es: 
Ув š 
| |(2-у )-(-9)| Уу 
YA 


B 


Los puntos A y B de intersección de las dos curvas son Ан y Biss. 


Es decir: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 108: 
¿Cuál es el área de la región comprendida entre las parábolas х= y? — 4 y x 2 8 - 2y?? 


Las parábolas se cortan cuando: 


El área solicitada es: 


a= | ][(#-2›°)-(›°-4)]® 


даў (ay? +12)ay 


3 2 
A=-y +12у Я 


A = (-8 + 24) – (8 - 24) = 32un* 
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VIII 
APLICACIONES DE LA 
INTEGRAL 


En los casos en que se conoce la rapidez de variación de una función y se requiere encontrar 
dicha función, se debe emplear el Cálculo Integral. Las aplicaciones pueden estar referidas a 
situaciones de naturaleza geométrica, económica, financiera, estadística, física, biológica, social, 
entre otras. 
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1. PROBLEMAS GEOMÉTRICOS 


| 22 : а | 
Conviene recordar que dada una función у= f,,, la derivada E representa la pendiente de la recta 
Xp 


tangente a la curva de ecuación y = ў, en el punto P de abscisa Х,. 
Ejemplo 109: 


Encontrar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en un punto dado sea igual y de 
signo contrario al triple de la abscisa en dicho punto. Determinar la curva de la familia que pasa 


por el punto(1, 17) . 


Se tiene que шу = -3x 
dx 


El diferencial dy = 532 
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL 


Entonces: 


Método |: Con la integral indefinida. 


Como ЗА pertenece a la curva: 


2 
La ecuación de la curva de la familia que pasa por 5) es y = c 2 


Método Il: Con la integral definida. 


1 А : 
Сото (ЬУ) pertenece a la curva, se tendrá que: 


y x 
fo- — Зхах 
valor de y > Y 1 < valor de x 
у’ al 
X 2А 
De donde: 
1 3120132 
= |х |+ (1 
и | 
2379 
---Х +2 
4 2 
Ejemplo 110: 


Determinar la ecuación de una curva que раза por el punto Р (1,0), еп el que la pendiente es 
igual a 4, y que se cumple que у' = 6x- 8 en cualquiera de sus puntos. 


APUNTES DE ESTUDIO 


Se tiene que: 
A 
7 E: 
2 
y" d^y dx | dY' Gk. 8 
dx dx dx 
El diferencial dy'- У x 
dx 
dy ' = (бх - 8)ax 
Entonces: 
[v ‘= [ёх - 8) dx 
dy 
Como en el punto P (1,0) se cumple que = =4, 
x 
y x 
dy'= fex - 8) dx 
valor de y' — 4 1 < valor de x 
y 
y | =3x?- ах | 
Я 1 
De donde: 


уа = (за? -8x)-(8(1) -8(1)) 


у'= 0 _ 3х? ви +9 
ах 


Рог otro lado, si la curva pasa por Р (1,0), se tendrá que: 


| ду = Г (3x? - 8х +9) ах 


y 
= х3 — Ax? + 9х 
0 


x 


y 


Finalmente: 


y -0=(x? - 4х? +9x)-(1-4+9) 


y =x? -4x° +9x -6 


Ejemplo 111: 


Encontrar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a la familia de parábolas у = 2х + С. 
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL 


La familia de curvas ortogonales a una familia dada de curvas es aquella en la que cada una de 
ellas corta en un ángulo recto a cualquier curva de la familia dada. 


ЭР : : : 1 
La familia dada у? = 2х + Ctiene una pendiente que se obtiene de 2уў =2 > y'= г. = y 


La familia de curvas ortogonales tendrá pendiente: 


y 
Con lo cual: 
dy - Y y = -уах 
ах 
De donde: 
B dx 
гай 
р 
-lny =x +C 
Iny =-x-C 
у=е* Све ба б'е” 


2. PROBLEMAS ECONÓMICOS 


Con frecuencia se conocen la utilidad marginal (UM), el ingreso marginal (IM) y el costo marginal 
(CM). Se pueden encontrar las funciones U, [у C a partir de: 


u= [(ом)ав 
I= |(М)аа 
с = [(см)аа 


Otra de las aplicaciones de la integral a este tipo de situaciones es la referida al cálculo del 
excedente de los productores y al de los consumidores. 


Mayoritariamente, la cantidad total que los consumidores gastan en un artículo difiere de la 
cantidad total que estarían dispuestos a gastar. A la diferencia entre esta última cantidad y la 
primera de ellas se le conoce como excedente de los consumidores y representa el ahorro total 
de los consumidores. 


APUNTES DE ESTUDIO 


Así pues, si p= f^ es la función demanda del artículo y los consumidores adquieren q, artículos al 
precio p, por unidad, el excedente de los consumidores está representado por el área sombreada 
en la figura siguiente, tal como se demostrará a continuación: 


p 


El área sombreada se calcula como: 
a= | [to во ]da 
A Г“ d Г d 
= В (9) q o Рода 


qo 
A= [ава - ro 0] 


до 
4-1 faja = Poqo 


En donde: 


A, representa la cantidad total que los consumidores estaban dispuestos a pagar por adquirir 9, 
unidades. 


A, representa la cantidad total que los consumidores han gastado. 


Con lo cual: 


ЕС= Г СЕЗЕ 


99 


100 


APLICACIONES DE LA INTEGRAL 


De forma análoga, si p = 8 es la función de oferta del artículo, el excedente de los productores 
al vender q, artículos al precio p, por unidad es la ganancia total де los productores dado que p, 
excede al precio al que estaban dispuestos a vender los artículos. 


Es decir: 
p=) 


Ро 


9: 9 


ЕР = М P М Ек |да 


Ejemplo 112: 


Sea p= 150 – 2q – 3q dólares por unidad la función de demanda де los consumidores. Encontrar 
el excedente de los consumidores si el precio de mercado se fija en p, = 117. 


La gráfica de p = – 34?- 29 + 150 es una parábola de eje vertical cuyo vértice se encuentra en: 


(ЕД аас. 


2(-3) | 4(3) 
Es decir: И -4 ; = 
3 3 
Encontremos el valor de q tal que р, = ° 117. 
117 =- 30 – 29 + 150 
ЗФ +2q-33=0 
(За + 11) (q-3)=0>q=3 


El gráfico correspondiente con el excedente del consumidor (EC) se muestra a continuación: 


De donde: 
3 
EC 3g? – 29 +150)-117 d 
Г Ї q2 -2q ) | 9 
ЕС =-93 —9? + 339), 
ЕС = (-27-9+99) – (0) =° 63 
Ejemplo 113: 


La ecuación de demanda para ип producto es р = 2117 y la ecuación de oferta es р = 297, еп 

donde p es el precio por unidad (en cientos de dólares) cuando q unidades se demandan o 101 
se ofrecen. Encontrar el millar de unidades más cercano al excedente de los productores bajo 
equilibrio del mercado. 


La gráfica de las funciones dadas se muestra a continuación: 


El excedente de los productores bajo equilibrio del mercado se calcula como: 


% : х 
ЕР -| [Po 2 29 Jaq cientos de dólares 
0 
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Encontremos el punto de equilibrio: 


21-90 — 290+1 _ 1] qo = qo +1 > qo = 5 unidades 


Si qo = 5 > ру = 211° = 2° = 64 cientos de dólares por unidad. 


De donde: 


EP = [, [ва - 27? |a 


5 
20d 
EP = 64q — 
úl In2 
o 
ЕР =| 320 ВА 0 2 
In2 In2 


EP = 320 — 320 – 89.45 = 230.55 cientos de dólares 
n 


Vale decir EP = 23.055 dólares, que corresponde a 23 millones de dólares como aproximación. 


3. PROBLEMAS FINANCIEROS 


Dos aplicaciones de la integral a las finanzas están referidas al valor presente o futuro de un flujo 
de ingresos y al monto de una anualidad, como se explica a continuación. 


El valor futuro total o acumulado de un flujo de ingresos de А’, dólares por año al cabo de T años, 
que ganan intereses en una tasa r anual compuesta en forma continua, viene dado por: 


т 
БИР PT. -rt 
A-e | ае dt 


El valor presente de un flujo de ingresos de К, dólares рог año durante T años, que ganan 
intereses con una tasa anual r compuesta de forma continua, está dado por: 


а 
T E 
УР = Ї Кое dt 
Ejemplo 114: 
Suponga que se espera que una inversión genere ingresos a razón de К, = 200,000 dólares рог 
año durante los próximos 5 años. Encuentre el valor total acumulado de este flujo de ingresos al 


cabo de 5 años si se asume que los ingresos se reinvierten en una empresa que rinde intereses a 
la tasa del 8% anual compuesta continuamente. 


APUNTES DE ESTUDIO 


Se tiene que: „= 200,000 dólares 
г= 0.08 
T = 5 años 


Entonces: 


5 
A= go 200,000e 9:98 q£ 
0 


5 


A =200,0008040 |° 
0.08 


0 


-200, 000e° 40 [его e°] 
0.08 


A= 2,500,000| e?^ Е 1] -1,229,562 dólares 


Una anualidad es una serie de pagos P durante T años. Si se considera que se efectúan m pagos 
por año y que la tasa de interés compuesta en forma continua es ranual, el monto de la anualidad 
(A, suma de los pagos más los intereses generados) se calcula con la fórmula del valor futuro total, 
asumiendo un flujo constante de А, = mP dólares por año. Así pues: 


; 
A- e" | тРе”" gt 103 
о 


-rt 
А = тРе" É | 
" 


T 


0 


Con lo cual: 


Ejemplo 115: 

Si usted depositara US$ 200 cada 2 meses en una cuenta de ahorros que paga 10% por año, con 
interés compuesto en forma continua, estime la cantidad que tendrá acumulada en su cuenta al 
cabo de 12 años. 


De acuerdo con la fórmula de la anualidad: 


Р = 200 dólares 
Т= 12 años 
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r= 0.10 anual 
m = 6 pagos рог año 
Se tiene que: 


A= 6(200) sa _ 1] 
0.10 


А => 27,841.40 


4. PROBLEMAS ESTADÍSTICOS 


La aplicación más frecuente de las integrales en la Estadística es el cálculo de las probabilidades 
de las variables aleatorias continuas, a partir de sus funciones de densidad de probabilidad. 


Sea x una variable aleatoria continua (por ejemplo, x puede representar el tiempo de espera en un 
paradero de ómnibus), si la función de densidad de probabilidad es f,,, la probabilidad de que х 
esté comprendida entre los valores a y b viene dada por: 


b 
Plasx<b) = | f ex 


Así pues, en el caso de que x sea el tiempo de espera en el paradero, Pos) representa la 
104 probabilidad de que el tiempo de espera en el paradero esté comprendido entre 2' y 5'. 


Ejemplo 116: 


Se aplica un examen de 4 horas de duración a todos los candidatos a vendedores en una cadena 
minorista. Se ha encontrado que el tiempo хеп horas necesario para rendir el examen es aleatorio 
y tiene una función de densidad de probabilidad dada por: 


80-х? 
(4) 256 


а) Comprobar que el área bajo la gráfica de f,, es 1. 


b) Encontrar la probabilidad de que terminen de rendir la prueba en un tiempo comprendido 
entre 1 y 4 horas. 


80-х" 
а) ЕІ área bajo la curva de ecuación ћу) = 256 comprendida entre x= 0 y x= 4 es: 
4 

490. уЗ 4 
де | 4s 1 ныг 

о 256 256 4 
Aa [80(4)- 4% -0|- І. [256]-1 

256 256 


APUNTES DE ESTUDIO 


Es decir, la probabilidad de que los candidatos demoren entre Оу 4 horas en rendir el examen 
es 100%. 


b) Se pide: 
4 4 80 x3 
Pasx<a) = 1 Га -Í | 256 d 
И 
Р=—1—|80х-5^—| -—1—|320-64-во+- 
256 4 | 256 4 
Р == (17626) = 0.6885 = 68.85% 
256 
Ejemplo 117: 


En cierta ciudad, la función de densidad de probabilidad para que la duración de una llamada 
telefónica seleccionada al azar sea x minutos es: 


2203 x20 
Ки) 713 
O x<0 
105 


Encontrar la probabilidad de que la duración de una llamada escogida al azar: 


a) esté entre 1 y 2 minutos. 
b) sea 5 minutos cuando menos. 


a) Se pide: 
2 эх 2 х 
Р, -| “а Мак = -[ е > Lay 
(1<x<2) 153 | 3 
2 
Pasx<2) = -e #3] =e% + e 3 = 0.203 
1 
b) Se pide: 
51 БА 
—e 73 
Ивзх <=) йт |, з“ ах 
b 
zit A 
заха) ны ¿im e " 
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5. PROBLEMAS SOCIALES 


Si se conoce la rapidez de crecimiento poblacional, es posible estimar el tamaño futuro de la 


población. 


Igualmente, a partir de la velocidad a la que se propaga determinado rumor, se puede aproximar 
cuántas personas se han enterado del mismo en determinado momento. O, a partir de la rapidez 
de expansión de un virus, es posible estimar el porcentaje de personas infectadas. 


Ejemplo 118: 


. .. . H £ È 2 
Se estima que dentro de t meses la población de cierta ciudad crecerá a razón de 8t +9 personas 
por mes. Si la población actual es 20,000, ¿cuál será la población dentro de 27 meses? 


Sea P, la población al cabo de t meses, entonces: 


Entonces: 


ар 


2 
— = 8t + 9178 
dt 


2, 
dP -Z at - |в, «ай а 


Integremos con límites definidos: 


Cuando t= 27: 


Р Ї 2 
ЇЇ ap = | (вео а 
20,000 0 


t 
E 
-9 


2 
P; - 20,000 = | 4t 


75 


Р. = 20,000 + At? + a 

(t) 5 

2 27 

Роз) = 20,000 4 4(27) + 5 


Por) = 20,000 + 2,916 + 1,312 = 24,228 personas 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 119: 


Una comunidad de A personas es susceptible de contagiarse de cierto virus, el cual se propaga con 
una rapidez que es conjuntamente proporcional al número de personas que han contraído dicho 
virus y al número de ellas que aún no lo han contraído. El 10% de A tenía el virus inicialmente 
y З semanas después, el 25% de А se había infectado. ¿Qué porcentaje de A se habrá infectado 
después de 3 semanas más? 


Sea М. el número de personas que han contraído el virus en el tiempo t. Se cumple que: 


IN KN(A-N) 
dt 


De donde: 


dN T dt = KN (A - N)at 


11775) «каса [ат - [ка 


Por fracciones parciales: 


ии 
N(A-N) N A-N 


Entonces: 


/ ам 1 рам. - [ret 
N(A-N)- АЈ М Е Е E 
Como N = 0.104 para t= 0: 


N N t 
1f" aN 1 dN -xÍ " 
А Јола N AJoi1N-A 0 


N N 


Мам (М А) 


0.1А 0.1А 


l =N МА K-o) 


In 
А 01А A -0.9A 
Lin VAY -Ю 
А (АЈ 
-0.9А 
“үрт эг е^ (1) 
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Cálculo de K: 
Cuando t= 3, N= 0.254; en (1): 


-9(0.254) -2.25А _ 


= Зее E 
0.254-А -0.75А 
Cuando Ё= 6, N= Aj) en (1): 
-9М 2 
5 E С еАк)6 Р [e^ | (3) 
(6) 
(2) en (3): 
-9N,c Я 
Ñ a 3) > Ne) = Nie) A 
(6) 
De donde: 
2N (6) =A 


6. PROBLEMAS BIOLÓGICOS 


Es posible describir el crecimiento de una colonia de bacterias si se sabe que la razón de 
crecimiento de las mismas es proporcional al número de bacterias en cada momento. 


En ese caso se encuentra la ley de crecimiento exponencial. A saber, si Q, es la cantidad de 


bacterias еп el tiempo ty Qo es la cantidad inicial de bacterias, se debe cumplir que: 


-ка  (K»0) 
De donde: 


ад a oar = KQdt 
dt 


а t 
E = ка = | E ка 
Q в Q 0 


пар? = кер 


па) је“ = K (t - 0) 


Q 
пЭ = kt => да = Qe 
Q (t) 


Ejemplo 120: 


Los siguientes datos los recolectó un investigador durante los 10 primeros minutos de un 
experimento. 


Tiempo 0 10” 
Número de bacterias 5,000 8,000 


Asuma que el número de bacterias crece exponencialmente y encuentre cuántas bacterias habrá 
al cabo de 30 minutos. 


De acuerdo con Q, = @,е“ y con los datos dados: 
Quo = 5,000e!^* = 8,000 il) 


Q 


(30 


, = 5,000е?0* аца) 


Бе (1): 
109 
док 8000 _ 


=——=1.6 
5,000 


En (2): 


Озо) = 5,000 (e+ ў 


Озо) = 5,000(1.6)' 


Озо) = 20,480 bacterias 


Se corrobora que el crecimiento exponencial implica que, para intervalos iguales, el porcentaje 
de variación es el mismo. Así pues: 


Чо) = 5,000 bacterias 
Qao) = 5,000 x 1.6 = 8,000 bacterias 


Озо) = 8,000 x 1.6 = 12,800 bacterias 
Озо) = 12,800 х 1.6 = 20,480 bacterias 


APLICACIONES DE LA INTEGRAL 


Ejemplo 121: 


Los registros de salud pública indican que la velocidad de crecimiento del número de organismos 
al cabo de t minutos viene dada por: 


e 1.21 miles de organismos 


80(76112)/-------- 
pen Паз вели minuto 


Encontrar el número de organismos al cabo de 2 minutos si había 1,000 organismos inicialmente. 


Se tiene que: 
ад -121 
9. – g0(76)(1.2) = 
dt (276 17) 
gi 
ад) = 80(76)(1.2) — — — 7 dt 


(4 " 76e ^Y 


Integrando con límites definidos: 


Q t -1.2t 
110 | “авд = | в0(76) (1.2) —2—— et 
1 0 (4 + 7667?!) 
б ЕВЕ 
(t) © 47667124 0 
80 80 
Q. =1+ 
(t) nm ien) 
De donde: 
80 80 
Q 14 1 
(t) 44. 76e 1?! 4 + 76e 7t 
Con lo cual: 
бое O -7.343 miles d i 
art scm А miles de organismos 


7. PROBLEMAS FÍSICOS 


Están referidos a un sinnúmero de situaciones relacionadas con la distancia, velocidad, 
aceleración, masa, centro de masa, trabajo, presión, temperatura, entre otros. 


APUNTES DE ESTUDIO 


Ejemplo 122: 


Una partícula se mueve a lo largo de una línea recta de tal forma que la velocidad v (metros/ 
segundo) a los f segundos es: 


2143 
t? + 3# + 2 


Calcule la distancia recorrida por la partícula a partir del tiempo en que t= 0 hasta cuando t= 2. 


La distancia recorrida se calcula como: 


dt 


2 2 2 
а [vet 1-3 | 1-3 
0 


оЁР+3Е+2 o (#+1)(#+2) 


Es decir: 


2 2 
d | 2 dt | 1 dt 
ot+1 01+2 


а-2(1-1| (+2) 


111 
а ада 
1 2 


а =21п3—1п2=1п>. 
2 


La distancia recorrida en los 2 primeros segundos es 1.504 metros. 

Ejemplo 123: 

La medida de la densidad lineal en cualquier punto de una barra de 6 metros de largo varía de 
forma directamente proporcional a la distancia del punto a un punto externo en la línea de la barra 
situado a 4 metros de un extremo, en donde la densidad es 3 kg/m. Encontrar la masa total de la 


barra dada y la ubicación del centro de masa. 


Coloquemos la barra lineal según se muestra en la figura: 


APLICACIONES DE LA INTEGRAL 


La densidad lineal p,, del punto P que está situado a una distancia x del origen es: 
Pix) -K(10-x) 


La densidad lineal del punto Q es 3 kg/m, entonces: 


3 
Ag -K(10-6)- 4K =3>K -7 


Si la densidad lineal es Вх) -200 -x), la masa es: 


M 2 3 [ (0 х) ах 


2 
M = З]1ох -£ 
4 2 


0 


M -3(60-18-0)- 31.5 kg. 
4 


112 El centro de masa se encuentra а Хи del origen O y se lo calcula como: 


6 3 6 
[хадах з Гэ (0- ја 
Хм 
М 


] | Рах 


Es decir: 


9 451180 72-0|-2.57 metros 


APUNTES DE ESTUDIO 


IX , , 
INTEGRACION МОМЕКІСА 


b 
1. REGLAS PARA APROXIMAR EL VALOR DE | f dk 


b b 


En el capítulo V se indicó que de acuerdo con el Teorema Fundamental del Cálculo, | 


их = 8) 
siendo g, una antiderivada o primitiva de f... с 


| 
a 
Sin embargo, ¿qué sucedería si no fuera posible encontrar la antiderivada де f? (Por ejemplo, 


“сд 
trate de calcular [ve +1 ах о fe A ах). Al no ser posible determinar Го ах, по se podrá 


b 
encontrar el valor de la integral definida | Гах de acuerdo con el Teorema Fundamental del 
Cálculo. Ё 


En el capítulo VIl se señaló que la integral Д” ах corresponde al área bajo la curva у = 1, 
comprendida entre las rectas x= a y X= b, siendo fr) >20, Vx e [a,b]. Por lo tanto, bastará con 
dar un valor aproximado del área, mediante métodos numéricos. 

Los métodos más utilizados para la integración numérica son: 

e La regla del punto medio 


e La regla del trapecio 
e La regla de Simpson 


113 


b 
En los tres métodos, si se trata de evaluar | Гах, se debe descomponer Іа región limitada por 
a 


la gráfica de у = f el eje x y las rectas у = ae y = b en "n" franjas verticales, como se muestra 
a continuación, de preferencia de ancho constante. Así pues: 


y 


1.1 REGLA DEL PUNTO MEDIO b-a 
114  Dividamos la región correspondiente en "n" franjas verticales de ancho constante Ах um | 


ubiquemos el punto medio c, de cada franja. 


B d 


La figura anterior es similar a la mostrada en el capítulo VII. El área del elemento diferencial 
rectangular es f „Ах aproximadamente. Con lo cual: 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 


Ejemplo 124: 


9 


Encontrar | х?ах con la regla del punto medio. Asuma 12 franjas verticales. 


3 


Se tiene que: 
9 a=3 
| х?ах b=9 
° n=12 
f = e 
Ap. Pd ЭЭ LS 
n 12 
X, с, fra 

Х = 3.0 

c, = 3.25 10.5625 
x = 3.5 

G =3.75 14.0625 
x, = 4.0 

c, = 4.25 18.0625 
x, = 4.5 

с, = 4.75 22.5625 
x, = 5.0 

с, = 5.25 27.5625 
x, =5.5 

С, = 5.75 33.0625 
X, = 6.0 

с, = 6.25 39.0625 
х, = 6.5 

с, = 6.75 45.5625 
x, = 7.0 

са = 7.25 52.5625 
Х = 7.5 

c, = 7.75 60.0625 
Хо = 8.0 

Cio = 8.25 68.0625 
х = 8.5 

6, = 875 76.5625 
Хр, = 9.0 
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Con lo cual: 


9 
PD 
| x*dx = f a АХ +f AX +... + 


3 
9 11 

| X° dx = Ax ; fa) 

3 : ! 
1-0 


9 
| x2dx = 0.5[467.75] = 233.875 
3 


yx 


с 


El valor exacto de la integral es: 


1.2 REGLA DEL TRAPECIO 
En lugar de considerar un elemento diferencial rectangular, como en la regla anterior, asumamos 
un elemento diferencial trapezoidal como el que se muestra a continuación. 


M 


116 


>х 
Хил Xp = b 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 
an La Felt ју + A ыы 
2 
f. +. 2-1 
„| (о) (n) 
А | 2 + lo 
1-1 

Finalmente: 

b f, f aA 

_ | (а) (6) 
| «e | 3 DX 
i= 
Ejemplo 125: 
-2 
Aproximar el valor de | (саў con la regla del trapecio. Considere 12 intervalos de ancho constante. 
-8 X 
Se tiene: 
201 = 1 b 
| 2 |ах =-2 A Ах =”—® = ОБ 11 
-8 (xX (x) x n 1 
n=12 

Í Xi fix) 

0 -8.0 -0.12500 

1 -7.5 -0.13333 

2 -7.0 -0.14286 

3 -6.5 -0.15385 

4 -6.0 -0.16666 

5 -5.5 -0.18182 

6 -5.0 -0.20000 

7 -4.5 -0.22222 

8 -4.0 -0.25000 

9 -3.5 -0.28571 

10 -3.0 -0.33333 

11 -2.5 -0.40000 

12 -2.0 -0.50000 
De donde: 


118 


2 dx 
| = | -0.3125 + (-2.46978) |0.5 = -1.39114 
48. X 


El valor exacto de la integral es: 


29 E 

| А In|x| “ 112-118 - In2 - 3In2 = -2In2 = -1.38629 
-8 X -8 

1.3 REGLA DE SIMPSON 

En el subacápite anterior se analizó la regla del trapecio, la cual aproxima los tramos cortos de la 

gráfica de la curva у = f, mediante segmentos de recta. 


y 


Un método que proporciona una mejor estimación de la integral definida es la regla de Simpson, 
la cual considera un polinomio de orden superior que pasa por los puntos А (x, y), B (X ,, y,, )) 
y С у У >). 


Consideremos en primer lugar un polinomio de grado 2 que corresponde a la ecuación de una 
parábola, y en segundo lugar un polinomio de Lagrange de segundo orden. 


1.3.1 Polinomio cuadrático 
Analicemos una subregión cualquiera de ancho 2h y consideremos la función cuadrática y = g, = 
ах? + bx + c que pasa рог los puntos А, B y C que pertenecen a la función у = #,,. 


Y = Ви) = а +bx+c 


e 


APUNTES DE ESTUDIO 


El área de la subregión mostrada comprendida entre el arco de la parábola, el eje x y las rectas 


vértices x= ha x= h, viene dada por: 


ћ ћ 3 2 
A= | gp = | (ax? + bx +сјах = ас 
= 2 


-h 3 


De donde: 


de talit d bn Sua l h3 + bh? -ch 
3 3 2 


А ~ аһ +2ch = [гай 6с | 


Comparemos el gráfico anterior con el de una subregión genérica: 


y Ургах + bx +c 


Se desprende que: 


De 1 + 3: 


y; + уә = 2ай? + 2с 


De (a): 


Az 2 ган + 6с | - З (гай + 2с) + ас | 


-h 


.. (8) 
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120 


(2) y (4) еп (В): 


h 
A НЕЙ "ул * ^ia] 


Con lo cual, el área de la subregión genérica de ancho 21 es: 


h 
A 22117 + Дуг + Уна | 


Si tenemos en cuenta que el área de toda la región ha sido dividida en п subintervalos de ancho 
2h constante, encontraremos la fórmula siguiente: 


h 
Az з (Уо +4y, + yz) + (Ya + 4уз + Ya) +... (Уо + ДУ + Уж) +... (Уп-2 + Ула + yo) | 


п: par 


h 
Az з о + 4(y, + Уз + Ув +... + Уул) П 2(у; r Va + ув ая Мага) | у, | 
O mejor: 
5 h % x 
|; ае а Yo +4 ука Ууган Ya 
Y izquierdo k-l k-2 Ўбагёейа 
Y impares Y pares 


1.3.2 Polinomio de Lagrange de 2" orden 


Analicemos una subregión cualqu 


que cumpla con: 


Ва Ы 


Е 


(а) ; Вот = (xm) 


т Y E) = 


iera de ancho 2h y consideremos el polinomio de Lagrange g, 


) 


аца em а `% ана 
De donde: 
la Xm ft 
в) (ххх 0) аца -a)( - b) 2 а) = ха) 
Con lo cual: 
b 
А ~ В(«уах 
fay po 21 b ha pb 
28-41 (x – ха )(Х - b)dx | (х-а)(х вуах + Ї (x — a)(x – х„)ах 
i Z X 


Las integrales de /,, /, e /, corresponden a una integral semejante a: 
je [е - р) (ха) ах 


Integrando por partes: 


121 


122 


De donde: 
— LS 
! шал шил zx -ay «c 
рабаў 


Si tenemos en cuenta а (а): 


Análogamente: 


Del mismo modo: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Reemplazando finalmente en (0): 


fa) 213 Ya) (-413) fo) 213 
= + 
2° 9 (і 3 21- 3 


Amita + tfn) + fo) 


Si se tuviera en cuenta el área de toda la región que ha sido dividida en n subdivisiones de ancho 
2h constante, llegaremos a la fórmula siguiente: 


2 


А 2 % 
Ae 3 fug) Ы 2 Кока) й 2 forz) E Ко) 


Es decir: 123 


[o feo Af a) 2 (a t fa) 1 # ЖЛ 


Е)етр!о 126: 


4а 
Hacer un valor aproximado de | 


(ахз +2а3х dx con la regla de Simpson. Considere n= 12. 
a 


Se tiene que: 
4a gru 
| (ах? + 2а°х ax Xj, = Да 
d Y X15 — X 
(а) Ах = 12 — 9. = 0.25а 


Ї X; fu 
0 а За 
1 1.25a 4.4531254 
2 1.5а 6.3754 
3 1.75a 8.859375 2“ 
4 га 12a 
5 2.25а 15.890625а 
6 2.5а 20.6254 
7 2.75а 26.2968754* 
8 3a 334 
9 3.25а 40.8281254 
10 3.5a 49.875а 
11 3.75a 60.234375а 
12 Да 724 
De donde: 
да 0.25а ч : 
3 3 „ы 
124 f, (ax deed х)ах ^ 8 fixo) Ы DAN ш 29 ,) T foa) 


[ (e + 2а3х јах = ES +4(149.0625а*) -2(129.37549) + 72а | 


а 


ЇЕ (ac + 2а'х)ах ~ [9302* | = 77.50а5 


а 


аа. 
12 


El valor exacto de la integral es: 


Pa е = ^ (256а° ) + a? (16а?) 2 (^) a? (а?) = 78.75а° 
а 
Ejemplo 127: 
a=0 
4 dx =4 
| х2-4 п=10 
А-а 


APUNTES DE ESTUDIO 


Regla del punto medio: 


С, X fi) 
Х = 0 

с, = 0.2 fo» = 0.247525 
Х = 0.4 

с, = 0.6 fos = 0.229358 
Х = 0.8 

с, = 1.0 fi y = 0.200000 
x, = 1.2 

c, = 1.4 Їйл = 0.167785 
x, = 1.6 

c, = 1.8 fia = 0.138122 
x, = 2.0 

c, = 2.2 fə» = 0.113122 
Х = 2.4 

C, = 2.6 fo a = 0.092937 
x, = 2.8 

с, = 3.0 fa o = 0.076923 
x, = 3.2 

c, = 3.4 fo | = 0.364267 
X, = 3.6 

с, = 3.8 Г.в) = 0.054230 
Xy = 4.0 


La suma de Riemann es: 


| ог) + fro.e) +... + faa) + fas) | Ах 


Ез аеси: 1.384269 (0.4) = 0.553708 


Regla del trapecio: 


n=10 
Ах = 0.4 


125 


Хі fi) 
а=х=0 | бо = 0.250000 
x = 0.4 Кы) = 0.240385 
x, = 0.4 fog = 0.215517 
х, = 0.4 f „ = 0.183824 
х, = 0.4 f a = 0.152439 
х = 0.4 f, = 0.125000 
х = 0.4 f, = 0.102459 
x, = 0.4 fo, = 0.084459 
x, = 0.4 fa, = 0.070225 
х, = 0.4 f = 0.058962 
b-x,240 | Га = 0.050000 


El valor aproximado de la integral es: 


По + e 
шимээ 


k=1 


0.25 + 0.05 
2 


+ 1.233270 (04) 


126 
Es decir: 1.38327 (0.4) = 0.553308 


Regla de Simpson: 


а=хо=0 
р= хуу = 4 
п = 10 
ТЭ л A 
n 10 
Se tiene que: 
^ dx AX - - 
[ x? «4 m ка fin y" УА 2) (x10) 
Como: 
5 
bra] jj аў fts з) + fxs) Т Ко) + К») = 0.692630 
k=1 
5 
боол 3j x tx 47 уе) + бхз) = 0.540640 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 


Ѓ dx 04 
о X^ +4 


4 
| — = O^ [4.1518] = 0.553573 
ох +4 3 


Calculemos el valor de la integral: 


^ ах 1 X 
| 5 = —arctan 
ox +4 2 2 


4 


0 


El resultado es Z arctan2 = 0.553574358. 


La tabla siguiente muestra los resultados obtenidos: 


— [0-25 + 4(0.692630) + 2(0.540640) + 0.05] 


= ; [arctan2 - агсїапо | 


Regla del punto medio 0.553708 
Regla del trapecio 0.553308 
Regla de Simpson 0.553573 
| ах 
даю” 0.553574 
Ejemplo 128: 
a=-4 
4 5-4 
| 14 х2ах n=8 
-4 
= 4-(-4 
jp ER. = =1 
n 8 
Regla del punto medio: 
Ї X; C; Кс) 
0 -4 -3.5 3.640055 
1 -3 -2.5 2.692582 
2 -2 -1.5 1.802776 
3 -1 -0.5 1.118034 
4 0 0.5 1.118034 
5 1 1.5 1.802776 
6 2 2.5 2.692582 
7 3 3:5 3.640055 
8 4 
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La suma de Riemann es: 


7 
2% yx = (18.506894 (1) = 18.506894 
і= 


Regla del trapecio: 


4 
| М1 + х?ах n=8 
4 


Ах =10 
Í Xi Ку 
0 -4 4.123106 
1 -3 3.162278 
2 -2 2.236068 
3 -1 1.414214 
4 0 1.000000 
5 1 1.414214 
6 2 2.236068 
7 3 3.162278 
8 4 4.123106 
128 
El valor aproximado de la integral es: 
f, f, 7 
| Í 2 ын la 
k=1 


[4.123106+14.62512](1) 


Es decir: 18.748226 


Regla de Simpson: 


4 
| 1+ х?ах 
Р 


Se tiene que: 


4 2, АХ | ч ч 
[V r X“ dx = 3 ко) | 49 бока) 22 E + Киз) 


APUNTES DE ESTUDIO 


4 
| Jl x*dx = = [4123106 + 4 (9.152984) + 2(5.472136) + 4.123106] 
-4 


4 
| Дз x2dx ~ 3 [55.80242] =18.600810 
-4 


Calculamos el valor de la integral: 


4 4 
| Л ага] 
-4 


-4 


Гл ex? dx = >47 | п(4 + 87) 4417 -in(-4 17) | 


4 
| з + х?ах =16.492423 + DLE -18.587136 
4 


Comparemos los resultados obtenidos: 


Regla del punto medio 18.506894 
Regla del trapecio 18.748226 
Regla de Simpson 18.600810 


4 
| Дз х2ах 18.587136 
4 


Ejemplo 129: 


10 
| x In хах n=8 
2 


129 


Regla del punto medio: 


а Ci he) 
Х,-2 
с=2Б5 | “Tu, = 2290727 
X =3 
с, =3.5 | fq, = 4.384670 
X, =4 
с. =4.5 | fq, = 6.768348 
Х, -5 
C, = 5.5 fs = 9.376115 
X, =6 
6. =6.5 | fas 12.166714 
X, = 7 
(:275 | `f S 5331773 
X = 8 
0:2:8:5 | гое 18.190562 
Х,-9 
0. = 9.5: | f. 21.387272 
130 X.=10 
La suma de Riemann es: 
8 
fie ах = (89.676181)(1) = 89.676181 
1-1 


Regla del trapecio: 


10 п=8 
| x In хах 


х 
= 
= 


1.386294 
3.295837 
5.545178 
8.047189 
10.750557 
13.621371 
16.635532 
19.775021 
23.025851 


о ч со Q ою юе о 
о 0 100 + 0 М 


= 
о 


APUNTES DE ESTUDIO 


El valor aproximado de la integral es: 


[12.206072 + 77.670685] (1) = 89.876757 
Regla de Simpson: 


а-2-х, 
10 Б-10-Х, 
| х пхах 
2 n=8 

Ax =1 


Se tiene que: 


k=2 
Es decir: 


0 
| xInxdx ~ ČŽ [1.386294 + 4(44.739418) + 2(32.931267) + 23.025851] 
2 


10 
| хіпхах = 5(269.232330) = 89.744110 
2 


Calculemos el valor de la integral: 


131 


10 
| x In хах 
2 

x? 
u=Inx v=— 

2 

4 T 
du — ын dv = хах 
x 
Entonces: 
10 10 


10 x? 
| xInxdx = —Inx 
2 2 


10 
| xInxdx = 501110 — 22 г (100 4) 
2 


10 
| x Inxdx =115.129255 – 1.386294 – 24 = 89.742961 
2 


Comparemos los resultados anteriores: 


Regla del punto medio 89.676181 
Regla del trapecio 89.876757 
Regla de Simpson 89.744110 
Їл In xdx 89.742961 
2 
Ejemplo 130: 
а-2 
5 АХ са 
| B i 215 
di ips 298008 
n 12 
Regla del punto medio: 
132 Ci f (c) 
Х,-0 
€, = 2.125 3.940187 
X, = 2.25 
с, = 2.375 4.526742 
Х, = 2.50 
с, = 2.625 5.258885 
Х, = 2.75 
с, = 2.875 6.165365 
Х, = 3.00 
с, =3.125 7.283166 
Х,- 3.25 
c, = 3.375 8.659047 
Х, = 3.50 
с, = 3.625 10.351648 
Х, = 3.75 
с, = 3.875 12.434245 
Х, = 4.00 
са = 4.125 14.998257 
X, = 4.25 
с, = 4.375 18.157678 


APUNTES DE ESTUDIO 


X,, = 4.50 
с = 4.625 22.054654 
X, = 4.75 
с = 4.875 26.866493 
X,, = 5.00 


La suma de Riemann es: 
11 
= Ке) ‚Ах = (140.69636) (0.25) = 35.174090 
I =! 

Regla del trapecio: 


n=12 

Ax = 0.25 
i X; fix) 
0 2.00 3.694528 
1 2.25 4.216771 
2 2.50 4.872998 
3 2.75 5.688230 
4 3.00 6.695179 133 
5 3.25 7.935489 
6 3.50 9.461558 
7 3.75 11.338955 
8 4.00 13.649538 
9 4.25 16.495391 
10 4.50 20.003807 
11 4.75 24.333534 
12 5.00 29.682632 


El valor aproximado de la integral es: 
hoy +f. 11 
(2) ` (5) 
2027 f2+0.251) | AX 


k=1 


[16.68858 + 124.69144] (0.25) 


Es decir: 141.38002 (0.25) = 35.345005 


Regla de Simpson: 


а=хо =2 
b= ху = 5 
п=12 
AS 006 
n 12 
Se tiene que: 
Зах Ax - - 
| к^ ШЕ lo 22227 li 2 dd (x12) 
k=1 =2 
Como: 
6 
Ус...) = 70.00837 
k=1 
6 
У оао) 54:68308 
k=2 
Entonces: 
134 Зах 0.25 
| --0Х ж - | 3.694528 + 4(70.00837) + 2(54.68308) + 29.682632 | 
2-Х 
Б AX 
| 8 бул 0.23 [422.77679] = 35.231396 
2 Х 3 
Comparemos los resultados: 
Regla del punto medio 35.174090 
Regla del trapecio 35.345005 
Regla de Simpson 35.231396 


Ejemplo 131: 


a = radianes = 45° 


| 2 сеп хах b= = radianes = 75° 
n=15 


b-a 75°-45° 

Ах = = = 
n 15 

z radianes л 


АХ = 2°х 
180° 90 


29 


radianes 


APUNTES DE ESTUDIO 


Regla del punto medio: 


La suma de Riemann es: 


Regla del trapecio: 


i Xi Ci fic) 
0 45° 46° 0.719340 
1 47° 48° 0.743145 
2 49° 50° 0.766044 
3 519 52° 0.788011 
4 53° 54° 0.809017 
5 55° 56° 0.829038 
6 57° 58° 0.848048 
7 59° 60° 0.866025 
8 61° 62° 0.882948 
9 63° 64° 0.898794 
10 65° 66° 0.913545 
11 67° 68° 0.927184 
12 69° 70° 0.939693 
13 TI 72° 0.951057 
14 73° 74° 0.961262 
15 75° 


(с )-Ах = (12.843151) (л/90) = 0.4483105 


n=15 
sen хах Л . 
Ах = 2° = — radianes 
90 
i Xi Ку 
0 45° 0.707107 
1 47° 0.731354 
2 49° 0.754709 
3 51° 0.777146 
4 53" 0.798636 
5 55" 0.819152 
6 57" 0.838671 
7 59° 0.857167 
8 61° 0.874620 
9 63° 0.891007 
10 65° 0.906308 
11 67° 0.920505 
12 69° 0.933580 
13 JLS 0.945519 
14 73° 0.956305 
15 75° 0.965926 


135 


El valor aproximado de la integral es: 


fas) + foe) E 
| 5 Уау) Ах 


[0.836517 + 12.004679] (5) 


Es decir: 


(12.841 196) 5 = 0.448242 


Regla de Simpson: 


а = хо = 45° 
5л, 
| РУТ Беж, = 75% 
ИД п =15 
с A 
15 90 
Se tiene que: 
136 
CA TA f 21; «f f f 
|, SSNAQA “з | о) + [to Ма) euet в) + [o ly host m MICE 
Es decir: 
Бл, 
[лени а з ОЕ 
4 
АЕ л 
| sen хах = 57019707197 + 4(5.941850) + 2(6.062829) + 0.965926] 
74 
5742 л 
| “залхах = 27 (87.566091) = 0.437101 
7 270 
Calculemos el valor de la integral: 
Бл, А 
| 75 най = —C0S X = —cos 75? + cos 45° 
% % 


5л, 
[7 sen хах =-0.258819 + 0.707 107 = 0.448288 
74 


APUNTES DE ESTUDIO 


Comparemos los resultados obtenidos: 


Regla del punto medio 0.4483105 
Regla del trapecio 0.448242 
Regla de Simpson 0.437101 


sen хах 0.448288 


| 


л, 
4 


Ejemplo 132: 


La distribución normal o curva normal se define como sigue: 


ў” в дя 


en donde д у o son constantes arbitrarias, y constituye uno de los ejemplos más importantes de 
una distribución de probabilidad continua. La gráfica de f, parau = Оу ø= 1 es: 


Ка) 
^ x? 
ег 
рт” 137 
“Campana de Gauss” 
A| À 
4 
-2 -1 0 1 2 х 


En las tablas de las áreas de la curva normal estándar de los libros de Estadística figuran los 
siguientes resultados: 


А, = 0.3413 y A, + А, = 0.4772 


Emplee métodos numéricos para determinar A, y A, + A,. 
x? x? 


; 1 ча E. 
Se tiene que fy) m 2 > Fly) = 27 f = e 2 


л 


Apliquemos el método del trapecio para encontrar А, y el método de Simpson para encontrar А, 
+ A. 
2 


I X; feo 

0 0 1.000000 
1 0.25 0.969233 
2 0.50 0.882496 
3 0.75 0.754840 
4 1.00 0.606531 
5 1.25 0.457834 
6 1.50 0.324652 
7 1.75 0.216265 
8 2.00 0.135335 

De acuerdo con la regla del trapecio: 
1,77 УТ: 
“ЯМ РИМ (хо) ^ (xa) 
A, Nen dx = zm 2 * Ка) + Feo) + К) 


167 1 (1)[1.606531 
^-[ ° ака | 1 + 2.606569 
о J2z М2л (4 2 


138 
1 


4/27 


(3.4098345) = 0.340082 


Según la regla de Simpson: 


Ё7 | 
Аг Lx ши [lo EA [Fay fg] ЯЯ 


1 


А, = 
212/27 


1 
12/27 


А; = 


(14.355373) = 0.47725 


[1.00 + 4(2.398172) + 2(1.813679) + 0.135335] 


APUNTES DE ESTUDIO 


Х 
INTEGRALES DOBLES 


1. INTEGRALES DOBLES 139 


Sea F ¿y una función definida en una región cerrada R del plano XOY. Se subdivide R en n 


regiones AR, de área AA, К = 1, 2, ..., п. Consideremos (а „ В,), un punto cualquiera de ЛЕ. 


y 
Ус 


Ус 


Se forma la suma: 


«АА, 


INTEGRALES DOBLES 


n 
Consideremos lim Ук, Ве) - AA, de modo que la máxima dimensión lineal de cada AR, tiende 
n=% Tes KPK 
a 0. Si dicho límite existe, lo denotaremos por Jf Fenaa y lo denominaremos integral doble de 
R 


Ке Sobre la región R. 
ху) 


2. INTEGRALES REITERADAS 


Si asumimos que el elemento diferencial de área AA, es un cuadrado de lados dx y dy, paralelos 
a los ejes coordenados, entonces la integral doble será: 


| Кх„у)ахау 
R 


Vale decir: 


X=Xb у= (х) 


| | Ку) ВУ dx 9 
Х-Ха y=f(x) 
er l Б ЈУЧЕ ЕЕЕ 


se asume que "х" 
es constante 


140 


y-ya | 7820) 
| | Буух ду 
Y =Ye | Х=81 (у) 


se asume que "у" 
es constante 


Lo que implica que una integral doble se puede calcular expresándola como dos integrales 
simples reiteradas. 


Ejemplo 133: 


Encontrar | xydxdy, siendo R la región mostrada: 
R 


y 


APUNTES DE ESTUDIO 


La recta que pasa por Ау B tiene ecuación y- 4 = 1 (x- 6) 


у-Їү-х-2 


Entonces: 
х мапа desde 2 hasta 6. 
y varía desde y = 0 hasta y = x- 2. 


141 


6 
[ 288 + 72) С = «aj. 182 


Ejemplo 134: 
Resolver el ejemplo anterior cambiando el orden de integración. 


Sea: 


Entonces: 


y varía desde O hasta 4. 
х varía desde x= у + 2 hasta x= 6. 


| хуахау = |; Г. хах | (ydy) 
[oo [5 


4 

ЗА 
[| 7 - е ае а 
R 


NE 


3 4 


ff waay 2 (256 гс 2 0) хэ 


Ejemplo 135: 
142 
Calcular ffe + у? јахау siendo R la región limitada por y = x y y? = 2x. 
R 


La región R es: 


Se pide: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Es decir: 
2 5 2( хз 5 e 2 yà : yê y 
їе +y )oxay = | — + ух ау | юу ау 
0(3 22 o| 3 24 2 
ш 2 
2 
ffe + y?) аду = у“ У“ y Y 16 „ 128 32 48 
Ё 12 4 168 10 б 12 168 10 35 
Ejemplo 136: 


Resolver el ejemplo anterior con otro orden de integración. 


Se pide: 


Пее - АЈ i je а 


x 


Es decir: 


У2х 
2 уз 
jo + у? јахау -| [e =a 
0 3 
R x 
2 


а Мах“ 242 & X 1 4 
Је + y?) axdy = 72 E 1 m 


dx = INE ёр E dee 


143 


[fte + y!)dxay 22 (ру +20202) - (2) Е 


R 


Ife +?) ахду 2 (16) id (8)-4 1.48 
Ё 
3. CÁLCULO DEL ÁREA DE UNA REGIÓN PLANA 


El área de una región plana R se puede calcular con ayuda de las integrales dobles. Basta con 
asumir que F,, = 1 еп la fórmula del acápite 1. Entonces: 


| А, ydy = | | ахау 
R R 


Por ejemplo, si x varía desde a hasta b, y variará desde у = f hasta y = д... 


b| (50) 
A= [| -| | ду [ах 
а Ё 
В (х) 


У= 8\у, 


y) 


y д 


De esta manera, la integral doble sobre К cubre toda la región у se evalúa el área de la región 
mediante la integral doble. 


Ejemplo 137: 


Encontrar el área situada bajo la curva y= x? y por encima del eje x, comprendida entre las rectas 
х= -2 у х= 4. (Véase el ejemplo 101). 


APUNTES DE ESTUDIO 


La región está limitada verticalmente por las rectas x = –2 y x= 4, mientras que el elemento 
diferencial vertical de ancho dx está limitado inferiormente por la recta y= O y superiormente por 
la curva у = x°. 


Entonces: 
4 х2 
А -Ї өө = | [ dy |dx 
E -2| 40 145 
2 4 
4 х 4 3 
a-f y| dx | pe 0) х 5 
=> B E 3 E: 
Con lo cual: 
A - (4 -(-27 | -24 ип? 
3 
Ejemplo 138: 


Encontrar el área sombreada en la figura (véase el ejemplo 102): 


INTEGRALES DOBLES 


Si se escoge el elemento diferencial vertical, x varía desde -4 hasta 6, mientras que y varía desde 


y= -5x — 4 (ecuación de la recta que раза por Ay В) y el eje x (y = 0). 


Con lo cual: 
6| p0 
A- | [в = | ЈЕ ду dx 
–4 | У ——х-4 
R 2 
6 M 6 1 
А] y = | DS 
-4 ED = 2 
2 
5 6 
x 2 
А= +4Х -(9-24)-(4-16)-45 un 
-4 
Ejemplo 139: 


Determinar el área mostrada en la figura siguiente (véase el ejemplo 103): 


146 ! 


16-25 

у-16 (х -4) 
4+— 
2 


APUNTES DE ESTUDIO 


El área pedida es: 


4 Lu: 
а= [|у = | | ау |dx 
Я зарс 


2х2 4 7 
& = | pza 
х2 pA 


La integral coincide con la del ejemplo 103. Por lo tanto, A E ип2. 


4-1, y 


Ejemplo 140: 


Hallar el área comprendida entre la recta que pasa por A у B y la curva у = Xš, situada a la derecha 
de x= x, y a la izquierda de x= x, (véase el ejemplo 104). 


y 


La ecuación de la recta que pasa por A y Bes y = 2х +> 


11 
1.1 
jJ ? gy dx 


Xx 


1 
Е! área pedida es: | 
41 


п т 
Es decir: ! Хх += х? ¡dx 
112 2 


La integral coincide con la del ejemplo 104. Por ende, A= 1 un?. 


147 


148 


АМЕХО 1 


ANEXO 1: SUMATORIAS 


Consideremos la variable х que depende del subíndice / que toma valores enteros consecutivos 
donde ¡= 1 hasta ¡= n. Por ejemplo: 


Х,= 31+ 2, і= 1 hasta / = 80 


Entonces: x, = 3(1)+2=5 


хро = 3(80) +2 = 242 


Si se requiere abreviar la suma x, + X, + X, +... + ху y сасшайо más sencillamente, es posible 
utilizar la sumatoria, la cual es un operador matemático representado por la letra griega sigma 
mayúscula: >. Esto es: 

80 


У Хі Xo + Хз +... + Хар» 


1-1 


en donde el subíndice í empieza con el valor que aparece en la parte inferior de > y aumenta de 
uno en uno hasta llegar al valor que aparece en la parte superior de >. 


Ш n n 
Por la propiedad У (x, +у;) = У» + Уу, se puede escribir: 
і-т і-т 


1-т 


80 
La sumatoria ў і corresponde а la suma de los 80 primeros números naturales (1 +2+3+... 


1-1 n 80 
у  n(n+1) . 80(80+1) 
+ 80) y se puede emplear la fórmula » ED cS Entonces: 2/ шин сн 3,240. 
1-1 1-1 
80 Ш 
La sumatoria Ха equivale а la suma 2+2+2+...2 y se puede utilizar la fórmula Ук =К(п-т+1) 


80 
ram veces 


80 
Es decir: Y 2=2(80 -1+ 1) = 2(80) - 160. 
i=1 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 
80 80 80 
X (зї +2) = 39 + Y 2 = 3(3,240) + (160) = 9,880 
і-1 1-1 1-1 

Ejemplos: 


50 
а) 6+8+10+..+100 = У (27) 
1-3 


b) 16+25+36+...+100= У (2) 


¡=4 
с) 8+16+32+...+ 4,096 
12 
Е a 212 > (2) 
(-3 
d) 3 4 5 , 15 
16 25 36 `” 256 
з 4 5 15 «1-1 
| +— +...4 = u 149 
4 5 6? 16? 2 ¡? 
Ejemplo: 
22+25+28+... 
Calcular === 


120 sumandos 


Encontremos х, 


Como la diferencia entre dos términos consecutivos cualesquiera es 3 y el subíndice aumenta de 
uno еп uno, conviene que aparezca el término 37. De donde: 


X; =31+a 

хі =3(1)+а=22 >a=19 

. Хр-3/-19 

Se pide: 
120 120 120 120 
> х=} (37 +19)=3) i +1991 
га га га га 
Ш 


Ш Ш Ш 
(Se aplicaron las propiedades > x = K> x, y Y к = кур 
і-т ї-т і=т ї-т 


АМЕХО 1 


Entonces: 
“а 120 (121) 
225 3— == +19(120 –1+1) 
(-1 
120 
> x; =21,780 + 2,280 = 24,060 
i=1 
Ejemplo: 


Calcular 22+25 +28 +.., con valores inicial y final del subíndice que sean diferentes a los empleados 


120 sumandos 


en el ejercicio anterior. 


Es posible escribir: 


x, = 22 x, =7+3(5) 
xo = 25 х› =7+3(6) 
Х,=7+3 


150 Entonces la suma pedida considerará valores de ¡desde / = 5 hasta / = 124. 


124 124 124 

Y (7+31)=7) 143) 

i= 1-5 1-5 
124 124 
У(7-3)) epe salo ж 
1-5 (1 (1 


> (7 +37) = 7(120)+3 -— 


i=5 


124 E ён 


124 
> (7 +31) = 840 + 3(7,740) = 24,060 
1-5 


PROPIEDADES DE LAS SUMATORIAS 
Se señalarán algunas propiedades ya vistas y otras de igual importancia. 


Ш 


P1) > (x = Nx 23" 


1-т 


Р2) Ун, = кУх 
1-0 1-0 
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P3) У1=п-т+1 


і=т 
п р п 
P4) x; = Ух, + Xi 
і=т i=m ї-р-1 
Ш n+K 
P5) X= ХК 
1-т i-m«K 
z n(n +1) 
Рб = 
) У’ > 


P7) > 2i=n(n+1) 


PB У (2i-1)=0? 


i=l 151 


n(n +1)(2п +1)(8n? + 3n -1) 


n 
Р14 ¡4 = 
) by 30 


1-1 


Ejemplo: 


Comprobar la propiedad 5 en el cálculo de la suma: 


62 + 72 +82 +... + 247. 
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Se deberá verificar que: 


¡?= > (1+5)? 
1-6 1-6-5 
Es decir: 
24 19 
AP =% (j +5) 
1-6 11 
Calculemos: 
24 24 5 
je- bx - Ж 
1-6 1-1 1-1 
Ул 24(25)(49) 5(6)(11) 
6 6 
1-6 
24 
У“ = 4,900 – 55 = 4,845 
1-6 
Calculemos: 
152 19 19 19 19 
Y «5 = 1? Уло + 25 
1-1 i=1 i=1 i=1 


Ур +5) = 12189) 48 ша +25(19) 


19 
(1+5)? = 2,470 +1,900 + 475 = 4,845 
1 


[= 
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ANEXO 2: FÓRMULAS DE DERIVACIÓN 


REGLAS DE DERIVACIÓN 


Sean las funciones diferenciables f, 8, y A, y la constante С: 
| а[ьу®вь)] аб) diu) ври 
| ах dx ах (900) 
асі] af 
2. — n c cr: 
ах ах 0) 
d|f..-g | dg df 
|(х) 909] _ ОР (х) _ 
шинж: toa * 20077ах = (08 007 ef 9 
E 
d (x) ат) f dg) | | 
4 | Ew) B Elx) ах © dx. ву yA ЈЕ (х) EN +0) 


5. Siy= f con U= gy 


dy _dy du Ч du Ч " 
dx аи dx (u) gx (s) Ө) 


qm Lfd dy 1 
6. Si y =Ñ) > х=й) у se cumple que vo E 


7. Sixz f, € у= gy, se cumple que 


d I 
dy _ У f 


ах ба Eq 


DERIVADA DE FUNCIONES USUALES 
Sea и = f,, y las constantes n y a. 


i 0650 


153 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


— а =a па 
4 4 
Ч qu qu du 
ах ах 
1 аи 
log, u =—log, e a»0,azl 
dx Ba u Ba dx ( ) 
d nyalt 
dx u dx 
d 
senu = cosu 
x 
u 
cosu = -senu 
dx dx 
са СО 
x dx 
cotu csc? и ш 
ах ах 


а аи 
—— secu = secu tanu — 
ах ах 


а аи 
——CSCU = —-cscu cotu — 
dx 


dx 

d 1 du 
——arcsenu = — 
dx 1-u? dx 
d -l du 
—arc cosu = — 
dx 1- y? dx 
d 1 du 
——arctanu = — 
dx 1+и? dx 

d -1 du 
— arc cotu = = = 
dx 1+u? dx 


d 1 du + si 
— агсзеси = + 
dx 


ии? —1 dx 


d ка 1 аи = si 
— arc escu = ф—====—— 
dx ии? -1 dx 


и>1 
u<-1 


и>1 
u<-1 


APUNTES DE ESTUDIO 


AMENIDAD 1 


En esta sección se encontrará la integral indefinida de cinco funciones, cada una de las cuales se 
obtendrá de dos o tres formas distintas. 


Se aplicarán diferentes métodos de integración: 


Sustitución algebraica. 

Sustitución trigonométrica. 

Integración por partes. 

Por descomposición en fracciones parciales. 


Asimismo, se las hallará de forma: 


Directa. 
Previa división. 
Previa factorización. 
Previa multiplicación y división. 
a) Calcule la siguiente integral de dos maneras diferentes: 
Е + 6e?! + Зе" du 155 
b) ¿Qué relación guardan entre sí las constantes de integración? 


Solución: 


а) De forma directa: 


[ + 6e?! + Зе”) du = је“ (Заи) + afe” (2du) + s[e'du 


ЇЕ + бе?“ + Зе" du =e% + 3e?! + 3e" + С, 
а,) Previa factorización: 


| (ser + 6e?! + 3e" ди = зг” + 2e" + 1)(е“аи) 


ЇЕ бе?“ 4 3e" Jdu af(e" zu (e“du) 


25 


[(зе® + 6e?" + 8e" ди =3 +С, 


[(s&* + 6e?" + 3e" du = (e" + 1} + C, 


ЇЕ + 68% + Зе" du ези + 3e?! + Зе" +1+6, 


b) Comparando ambos resultados, se obtiene que C, = C, + 1. 


a) Encuentre de dos formas distintas la siguiente integral: 
x dx 
2x+4 


b) ¿Son iguales las dos constantes de integración? 
Solución: 
а) Previa división: 


X 2x+4 P 1 2 


-2 12 2x44 2 2x+4 


[zz iacet, In(x 4 2) + C 
2x +4 2 х-2 2 


a.) Con cambio de variable: 


Sea u=2x+4 > du= 2dx 


а о ць, 


2x+4 и 4 и 
хах l 1 4 de 

2x+4 4 и 

хөл =2 Tu -4 пи] + С 

2x+4 4 

Е =“ -Inu +C, 

2x+4 4 

xax м ЖЖ Ун 
2х +4 

хах x 

2 ztl In2 — In(x +2) + C; 
ЕЕ аа РОИ я 
2х+4 2 


b) De la comparación de los dos resultados obtenidos, solo se llega a С, = С, si 1 – In2 = 0 
=> In2 = 1, lo cual no es cierto. Por Іо tanto, C, = С, . 
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X3 dx 


yx? +1 


3. а) Obtenga | de tres maneras distintas. 


Ь) ¿Difieren entre sí las tres constantes de integración que se obtienen? 


Solución: 
а) Integración por partes: 


ҮЭ у=ух^ +1 


хах 


4x? +1 


3 
| TUR = хук +1 -| Рас 


Vx? +1 | 


ди = 2х ах dv = 


2(x* + i4 


3 
|= = х Југ +1 +C 
4x? +1 3 


а.) Cambio de variable trigonométrico: 


x =tan9 > ах = sec? 940 


x? +1=tan? 0 +1 = sec? 0 


3 tan? 0(5ес” 0d0 
| Си | | ) | апгбзесвав 
dx? +1 


зес 0 


хЗах 2 
| = | sec 9-1 [есөїапөае] 
yx? +1 | 


tan? Ө 


3 3 
|= sec" 0 sec Ө +С, 
dx? +1 3 


хЗах 1 2, 3 2 | 
R3 ы) үх +1 +C; 


хЗах 1 2, 32 2, 
| (х zi 4x54] 465 


3 
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а,) Cambio de variable algebraico: 


х2 «124 > 2x dx =2udu > хах = u du 


хах и? -1)(udu) 
үке ке [e 


хЗах 2 и 
== | au 3 и + C3 


HERC. ap*- цагыг 


Obsérvese que los resultados а,) y а.) son idénticos. Por ende, С, = С.. 


b) Finalmente, comprobemos que la diferencia entre los resultados obtenidos es una 
constante y averigüemos dicha constante. Restemos el resultado de las partes a.) o a.) del 
resultado de la parte а). 


158 AC =C, -C Ë х? +1 Ex ў“ (и їе Ух? 4 1 


AC - C; -C = ух? +1(x? +1) s (e | j^ 


Como C, G, О y C, С, = C, = С, = C. Ello significa que las tres constantes no difieren entre 
sí y que los tres resultados son coincidentes: 


x?4x? + -f(x + іў +С 
o 


_(х° іў х2-1-0 


4. a) Halle | 20 de tres formas diferentes. 
X + 


b) ¿En cuánto difieren entre sí las constantes de integración halladas? 


c) Mostrar cálculos que comprueben lo hallado en b). 
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Solución: 


а) Cambio de variable algebraico: 


u = x? > du =2x dx 


1 
[ хах (23% їг аи 
x^ +1 u^«1 2Ји? +1 
¡ES - arctanu +С, = 1 асіапх? + C, 
х^+1 2 2 
а,) Cambio de variable trigonométrico: 


х? =tan0 — 2x dx = зес? 0d0 


x^ +1 = tan? 0+1 = sec? 0 


1. 2 
xd 2 sec дад 1 1 
TI _— == |а0=-6 
xo +1 sec” 0 2 2 
| хах - 1 аслапх? +С, 159 
x*+1 2 


а,) Descomposición en fracciones parciales: 
Factoricemos ж + 1 
ка 2 + 1-2х 
(1) (Ваў 
(+? +1+/2х) (х? +1-/2x) 


pe V2x 4 1)(х* 2х 4 1) 
Entonces: 


X Ах + В | Cx + Р 
x*+1 x? + 2x +1 x? - J2x +1 


x (Ах + В)(х? - J2x +1) + (Cx + D)(x* + J2x +1) 


х'з1 x^ +1 


х= (А+С)х? | (в V2A+D + У2с)х? + (А- J2B +C + J2D)x + (8 + D) 
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Igualemos los coeficientes correspondientes: 


хз: 0=A+C m 
хе:  0-8-0-42(А-0) ...(2) 
xl: 1=A+C-y2(B-D) аз (3) 
хо:  O-B-«D ...(4) 
De (1): 
A+C=0 > С=-А 
(1) en (2): 


0-B«D-42(0 >0=B+D>D=-B ..(5) 


Como B + D = О coincide con la ecuación (4), esta sería una ecuación redundante y el sistema de 
ecuaciones tendría infinitas soluciones. 


(1) y (5) en (3) : 


-1 
1=0-4/2(8 +В) > В = 
(8-8) 28 
1 
р - 
242 
Las soluciones del sistema son: 
A-KeR 
-1 
B = 
242 
C =-КЕК 
- A 
242 
Por simplicidad, escojamos A=0 y C=0. 
Entonces: 
| 1 
-——dx — dx 
| хах -| 2/2 « 242 
x^ +1 x? + J2x +1 x? - J2x +1 
| хах 2 1 ах 1 dx 
x^ 41 
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2 42 
|z Ll аи : Т mH FC 
папар ар а 
2 2 2 2 
| ВА = 1 слап“ 2x +1 | 1 aretan a — + 
x^ +1 2 1 2 


| A - jac tan(y2x - 1) = зас tan(y2x g$ 1) аб» 


b) De a) y aj) se desprende que С, = C,. Ahora, comparemos los resultados a) уа,): 
a) larctanx? +С, 
2— 


а.) ае гап(у2х = 1) — агс tan(V2x + 1)| + Са 


8 
2 


Dea) tana = tan(arctan х?) = х 


Dea,) tang = tan| arctan(V2x -1) -arctan(V2x +1) 161 
T (V2x -1) - (V2x + 1) 2 
1+ (2х 1) (2х | 1) 1+ (2х? 1) 
tan = — cot 8 = -x° 


2x? x? 


Como tana = x° у соў = - ж, se concluye con que cotf = – tana y como cot В = а ғ) se 
deduce que « =5+А 


Como se pide hallar la diferencia entre C, у C,, igualemos los resultados obtenidos еп а) уа,). 


1 1 
ааят 
1 1 
С - Сз == В – — 
1763 28 29 


Con lo cual: 


съ = == 


с) Se encontró que: 


| аў - Larctanx? + С, 
х°+1 2 


= = ES tan(y2x - 1) — arc tan(y2x + 1| +С» 


X + 


Tabulemos para determinar: 


С, -C3 = ае tan(V2x = 1) — arc tan(V2x t 1] - >arctan x? 


arc tan(V2x - 1) 
2 = 

х arctan(V2x = 1) arc іап(у2х + 1) Md tan( £x Я 1) arctan х C, - C, 

1 22.5* 67.5* -45° 45° -45° 

2 61.32° 75.36° -14.04° 75.96° -45° 

3 72.86? 79.20? -6.34° 83.66° -45° 
162 4 77.88? 81.46? -3.58° 86.42° -45° 

5 80.65° 82.94° -2.29° 87.71° -45° 

6 82.39° 83.98° -1.59° 88.41° -45° 


. Se comprueba lo hallado en b). 


5. a) Determinar la siguiente integral: 


| secado 
b) Comprobar que [сое Ipin? с 
2 1+5еп0 
ifi л 0 
C) Verificar que [зесвае = 6 + 2) ыс 


4) Mostrar que las tres integrales dadas anteriormente se cumplen рага 6 = 0“, 302, 45° y 60°. 
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Solución: 


a) Previa multiplicación y división: 


| secodo = | seco. заба апад 
sec 0 + tano 


2 
| есвав = | == Ө +secótanó 40 
тап 0 + sec 9 


Сото а ({апб + 5есд) = (sec?0 + secó tan )ад, 


| secado = In(tano + seco) «c 


b) [зесвав- [2 _1 cL [e 
coso 2) с0$0 2] cos8 
[secodo A E EE 2соѕ0а0 
2) 1-sento 2 (1 + seng) (1- sen) 
2cos0d0 
давай (1-зелө) 
[sec 2 үс 
1– зеп 0 
(1– зеп 0) (соз 0) – (1 + 5епа)(-сез 0) 
2 
1 – зеп 0 
[secodo=5| | ) ад 
2 13 зепд 
1-зепд 
Con lo cual: 


[сое аа тас 
2 1-5епд 


с) Se debe verificar que se cumple: 


1, 1+sen0 л 9 
In Intan + 
2 1-5епа 4 2 


1 + зеп 9 2[л 0 
In = |ntan + 
1-зепд 4 2 
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Escribamos: 
2 
0 
„(л ай Tite 
Intan - In 9 
4 2 1-1ап-- 
2 
d 1 + 21ап 9 + tan? 2 
та + Jen 2 9 
^ 2) 1-2tan“” «ta? 
2 
0 сасе фры" 
паг (2 | In 2 2 
4 2 sec? 2 – 21ап— 
2 2 
Сото: 


20 1+с050 


cos 0 2соз? 2 1 — cos 


2 2 
0 Ө 1-со80 
cos 0 = 1 – 2sen? » sen? , 


2 +2 1- cos 0 
Цас 3 11+ cos 0 1 + cos 0 
2 2 1- соз0 
1 + cos 0 1 + cos 0 


Сар 3 In 2 + 241 – cos 0 М] + cos 0 
4 2 — 241 — cos 041 + cos 9 


(я Ө 1+\1- cos? Ө 1 + 5епд 
Intan 27 = |n | 


п 
1- 1 – cos? 0 1- send 


2 


Lo cual corresponde а lo pedido. 


1, 1+5еп8 _ 


d) Se debe comprobar que In(tan@ + sec Ө) = = ШЕ 2 
— еп 


Es decir: tan0 + sec 0 = ак - tan| 2-4 2 
1- зеп 0 4 2 
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л 0 
їапд secó sen0 а. tan0 + secó id шал өр? 
42 l-senó l-sen8 4 2 
0? 0 1 0 45° 1 1 1 1 
° 3 243 1 о 
30° | Ум |УА | № 60 З 3 43 КА 
2344/2 
o 2 o 
45 1 42g PA 67.5 14-42 E 14-42 1542 
60° | 48 2 «8 75° 2443 2448 2448 
74 2443 2-8 


Queda mostrado que las tres integrales indefinidas dadas son coincidentes para 0 = 0°, 30°, 45? 


y 60°. 
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PROBLEMAS RESUELTOS У 
PROPUESTOS 


1. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO | 


1. 


Encontrar 22 а partir de у =yl 4x. 


Solución: 
1 


у? 
Si y = (141%) , según la fórmula de derivación de una potencia se llega a: 


dx 1(, МУ 1). 1 


2, y2 
: T a^ +х ; 
Calcular la derivada de la función y = —— en el punto de abscisa% . 
асах 


Solución: 
Según la fórmula de derivación de un cociente, se obtiene que: 
2x (a? – x?) - (-2x)(a? +x?) 2 


ee 
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De donde: 
2 
e 4а (25) _ 2a? _32 
(24) 22 9 4 да 
2 — а 
а З 16 
А а i 
3: Derivar fx) =x = y obtener f (s) 
Solución: 
Se sabe que: 
а, а (-а 
Ро) auum EX НӨ. = 
fr, = sen – S cog 2. 
(к) x x 
De donde: 
f sen? а cos 2 
168 (у) 487 48 Aaf 
2 л 
f' sen Tos М] — 
(292) 4 4 4 2| 4 
4. Dada la función y = x? -10%%, calcular у (1). 
Solución: 
Se tiene que: 
ФУ 2y 102% + 12.10% -(2)-In10 
dx 
De donde: 
Y 2240 » 10* (2)In10 = 200 (1 + 1110) 
ах (к 
5. Encontrar la derivada de 8x) = SSCX C TAE simplificando previamente. 


Sec x + tanx 


Solución: 
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Escribamos: 
1 sen x 
зесх —tanX  cosx cosx _1-Senx 
sec x + tanx 1 4 зепх l+senx 
COSX  COSX 
De donde: 


Pu l-senx 
(X) Мт зепх 


| Ї -cos x (1+ senx) – cos x (1- sen x) 


е = . 
0) 2 11 -зепх (1 + senx)° 
1+ ѕепх 


Simplificando: 


| -2cosx  vVl+senx 1- ѕепх 


E 0) 2(1+senx)? М-зепх 1-зелх 
гэн? -cosxvl-sen?x -cosx (cosx) 
0) (1 + зепх ) (1 - зепх) (1 + ѕепх)? (1- ѕепх) 
gis -(1- sen? х) _ -(1+зепх) -1 
09 (1+ senx) (1 — ѕепх) (1+ senxY 1+ ѕепх 
6. Derivar la función del problema 23: 
f 6l | +1 i -C 
(х) nx -In(x +1) xr 
Solución: 
Se tiene que: 
A на: „_8 
(Ux x*l (х+1) 


e(x* «2x «1)- (x* + x) «9x 


¿E 
x (x +1) 


(х) 
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Es decir: 
5х2 +20х+6 5х2 +20х +6 
e x (x +1) X) 2x? +х 


Encontrar la derivada de la función del problema 34: 


1:55 3 1 
= —tan* x + 3In(tan x +С 
) | ) 2{ап2 х  A4tan^x 


| 


х 


Solución: 


Tenemos que: 


3sec?^x Зѕес2х | lsec?^x | 


2 2 
ил =— (tanx )ѕес x + + t - 
(0 2 ( ) tan x tax — tax 


Ри) = ѕес2 х | tanx + З + 2 + i 
(x) tanx tax ап? х 


2 
Г) = аа х + 3tan^ x + Зап? x + 1] 
ап? х 
O mejor: 
2 
| _ Sec“ x 2 3 
f (х) = талт [ë x +1) | 
2 2,9 
5 (sec х |(зєс х) € 
(x) tan? x tan? x 
De donde: 
1 
fu = Cos x _ 1 
(*)  sen?x sen х cos? х 


cos? x 


Derivar la función del problema 101. 


fo = 2001-х «Ax -x° +arcsen/l- х +C 
Solución: 


Se tiene que: 
1-1) 
s 20), @-2>) af 
(0 2 x 2\/х — x? J1-(1- x) 
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10. 


ni V 1-2 1 
Я Лех ЛЕХ 2/х41-3 


24x +(1-2x)-1 
х) 24x A - x 
_ 2х - 2x УХХ EZ 
X) 2-х Jx4-x Jl x 
1- Vx 1- Vx 1- Vx 
DUX (а) deed 


Hallar la derivada de la función del problema 114: 


: _ её (asenb8 - bcosb0) 6 
(8) a^ vbt 5 


Solución: 


Obtenemos que: 


' ER ад 2 ад 2 
Е () "pe E (asenb8 - bcosb0) + e (ab cos bÓ +b senbo)| 
Ра = e [2 sen ра – ab cos bÓ + ab cos БӨ + b? sen bo | 
(9) 32, p? 
Con lo cual: 


e?? (а? + b* )(ѕеп 50) 


ад 
= e?" вепра 
a? + p? 


f (97 


Comprobar la respuesta del problema 160: 
7 5 2 1 1 1 1 1 
>x ах 2:05 «235 + 3108 -6х% -зіп(х 41) 6arctanx +С 


Ко 


Solución: 


Derivamos ћу 
11 7 1\,% 
ZEE 3 ор 6 
Їл = х% x% xhaxha x % 3 ЭН 
(x) ГА 
1+х/3 


1 
x/3 +1 
к-у ах 9-х md № zu deg d 22 


" 14x 14/5 
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Simplificamos: 


2 
2х72-1 
(х) С 1 
1- Б 
Verificar que la derivada de las funciones dadas а continuación, y que aparecen еп los 


problemas cuya numeración se señala, corresponden a la función cuya antiderivada se 
encontró en el respectivo problema. 


1 


f: 


11. fax) = = +С (Problema 104) 
2| x (Inx -1)] 
4X +9 – 3 
12. f. =2/x+9 +3-In——— +C (Problema 109) 
$9 Мх £943 
13 f, Lin x? + М1 + x^ |+С (Problema 112) 
. (х) 2 Т T Т 
14. -4Х-1 , | А (Problema 117) 
fo) 1221, -In(Vx -1 а EB 
172 15 fi = асзепх- COSE Prob 124 
| 09 2 “д 4 (Problema 124) 
p" x3 3 
16. i 3° (х -1)+C (Problema 125) 
5 z l1 
lZ. f arctan — + —arctanz + C, (Problema 144) 
©) 6 3 2 
en donde z = tan&. 
2 
tan -5 
18: fa=ln— +c (Problema 146) 
(x) x 
Їап---3 
2 
2 
19. fu) = a Г Et шил ПАНЕ. ЕС, (Problema 159) 
и”-1 (4-1) 3 43 
х +1 
en donde и = 3 y 
x-1 
20. у= г; (Problema 188) 


APUNTES DE ESTUDIO 


2. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO ІІ 


a+ њу" 


С 


21. Si [е e «C (n # -1), hallar el valor de С. 
Solución: 
Derivando ambos miembros, se obtiene: 
(a+ bx) = (о +1)(а + bx) (b) 
De donde: 
C=b(n+1) 


22. $1 se cumple que: 


| хах | К 1 1 ; C 
(24 3x) 2+ 3x (2 3x) 
encontrar el valor de K. 
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Solución: 


Derivemos ambos miembros con relación a x: 


x | 3 23) | 
( 


(2+3x) 2+3х) (2+3x) | 
Ре допде: 
x =K[3(2+3x)-6] 
x = 6K + 9Kx -6K = 9Kx 
Con lo cual: 
Каа 
9 
2 
23. АІ integrar ¡22 е obtuvo 6K Inx - In(x +1) Эл + С. Hallar el valor de К. 
х? + 2х7 + Xx X + 


Solución: 


Se debe cumplir que: 


5х? +20х+6 6K І 9K 
x(x? +2х +1) X x«l (x +1) 


Es decir: 

5х2? +20х+6 6K(x+1) - x (x +1)+9Кх 

Ra 
O mejor: 

5х? +20х +6 =6К (x + 1 x (x +1) + 9Kx 
Six=0: 

0+0+6=6K (1) -0+0 

De donde: 


K 
23 ыг arctan| ^ |+ C, halle f (a). 
2 2 а 


24. 172 асаў 2 


Solución: 


Derivemos ambos miembros: 


174 
" -1(x? +a?) + x (2x) 1 1 1 
x — + . B 
(x) ах ва ў га T a 
a 
х? — а? 1 а? 


De donde: 


25. Comprobar la fórmula siguiente: 


= | -C 
a + bx) ах (ах) аз Цаг 


Ї ах а + 2bx 2b, a+bx 
ХЭ 


APUNTES DE ESTUDIO 


26. 


Solución: 


Reescribamos el segundo miembro: 


a+2bx — ELE 2 
азх +а2рх? а? 


Derivémoslo con relación ах: 


2ь(а3х + a?bx?) — (a + 2bx) (a? + 2a2bx) 2b 2 
хээл, 


x 
2 3 
(ах + a?bx?) а 2,» 
x 
Simplificando: 
a? + 2Ь°х° + 2abx 2Ь 
a? [ax + кг] а? (ах + bx?) 


, аа 2 
Desarrollemos después de multiplicar el sustraendo рог 2X + bx“. 
2 
ах + bx 


а? + 2b?x? + 2abx - 2abx – 2b?x? 


a? (ax + px?) 


a? Ш 1 


а?х? (а+ bx) x? (a + bxY 


Con lo cual, se obtiene la derivada ве | zii 2 
x? (a + bx) 
2 21m 
ulut—a 2 Е 
Demostrar | (u? - ay du | ) “а ( 2 ay "d donde m = 21 
2т +1 2т +1 2 


Solución: 


La derivada del primer miembro es: 
(ua 


La derivada del segundo miembro es: 


= 1 [б = ay +um (и = ү (2u) = 22 7 (u? = a” 
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2т +1 и^-а^ uf-a 
2 _ 22 2 2 9 24 5217 
а, ч i 7 | - o p | 2m) = (и? ay 


Se comprueba, pues, que se cumple la fórmula de reducción. 


27. | Comprobar la siguiente antiderivada: 


2 
[№ + a?du => ta? info + yu? ва? |+С 


Solución: 


Derivemos el segundo miembro: 


2 2 


176 
Vos и? а? Ми xa? +u 
2 


2u? +a? 2 и? +a (u +u? =a?) 


1 1 
24и? а“ +. 73 Vu? + а? + Qu? + a? = Ju? + a? 
2 2 2 
Este resultado coincide con la derivada del primer miembro. 


28. Comprobar la siguiente antiderivada: 
| dx Тим -2 Cc 
(х-3)/х-1 2 4/х-1-42 


Solución: 


1, 4Х-1-2 кеј 


La derivada de — п 
4X +1+2 


24x +1 24х +1 1 
2 
1 (Ух +1 +2) Ё эт) 
2 Jx+1-2 2 ( х+1–2)(/х +1 +2) 
x+1+2 
Es decir: 
2 1 1 


2 (х+1-4) +1 “(х-3) x+1 


Este resultado coincide con la derivada del primer miembro. 


29. Comprobar la siguiente fórmula de reducción: 


тах = зеп”*1 х = sen" x x 
cos” x (n -1)cos" x n-l J cos”? x 
Solución: 
Derivemos el primer miembro: 
sen” x 177 


cos” x 
Derivemos el segundo miembro: 
1 (m-1)sen"xcosx cos"! x – (n - 1)cos”? X (=senx)sen”*x (т-п+2) зеп”х 


n-1 cose"? x n=1 cos" “x 


2n-2 п-2 


1 |(m+1)sen"xcos” x + (п-1)с0$”? хзеп"*2х (т-п+2)зеп”х 
cos??? x cos”? x 


1 [sre] eene e вө) ea 


cos"? x cos”? х 


M" 
ES [m ent (п 1)(1 cos? x) (m n +2)cos2x | 
m 
У сийн [(m«1-n«1-m«n-2)cos? x «n-1] 
n -l|cos"x 


1 sen"x [n -1]- sen” x 
n —1 cos" x 


cos" x 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


Con lo cual, se comprueba la fórmula de reducción. 


30. Encontrar el valor de la constante К еп la siguiente fórmula de reducción: 


је“ хах = sec"? x tanx + К | sec" хах 


Solución: 


Derivemos ambos miembros con relación a x: 


зес”-2 x sec? x + 


2 


sec” x = (n - 2)sec^? x (sec x tanx)tanx + К sec" x 


Escribámoslo así: 
(n – 1)sec" x = sec" x + (n — 2)вес””? x tan” x + K (п- 1) ес”? x 
(п- 2)sec" x = (n – 2)sec" 2 x tar? x + K (n - 1)sec" ° x 


(п- 2) (зес””? x)(1 + tan? x) = (п 2)sec" ? x tan? x + К (n —1)sec" ° x 


(n - 2) + (n - 2)ta x =(n-2)tan? x +K(n-1) 


178 
De donde: 
п-2-К(п-1) 
K = n-2 
n-1 


31. Se sabe que para cualquier número entero positivo n, se cumple que: 


1 n-2 


cos” xdx = 1 cos" x senx +f | cos^ хах 
n (п) 


Encontrar el valor de К... 
Solución: 
Derivemos ambos miembros con respecto a x: 


cos” x = (п =1) cos”? x (- зепх) (зепх) + —eosn-1 х (cos x) + Ко) cos”? x 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 
1 hue n-1 2 р п-2 
| ЗЕ: X | т ( ѕеп ЛЭ x 
= ene! x cos? = | 25 зах + fp) је ёх 
п=1 2 n-1 2 
z (1 sen x) Г т ѕеп З 
Con lo cual: 
n-1 
"Ex 
Finalmente: 
5 
fís) == 


32. Halle g(0,1,2) si: 


Solución: 
La derivada del primer miembro es: 

xt" [a + Бх")? ада) 
La derivada del segundo miembro es: 


— —— 
np+m+1 


үт (a l в"? т+1 , пррх" g (n,m, р) 
| пр+т+1 (а+6х' |(пр-т+1) а + bx" 


AB) 


Para que se cumpla la fórmula de reducción dada, se requiere que (а) = (В), es decir: 


m+1 , пррх" | g(n.m,p) і 
np+m+1 (а + bx" (np + m +1) a+bx" 


Reemplacemos п= 0, m = 1 ур=2: 


2 0 g (0,1,2) 
+ i EX 
2 2(a«b) a+b 


G +1)x” (a + px") + р(х") + bey" (ne) * g (nm, p)x" (a + өт” 
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De donde: 
g(0,1,2)=0 
33. Si poenas - = пет + k [x7 eax, halle el valor de k cuando m = 2n. 
Solución: 
Si m = 2n, se tendrá: 
[сечах = 2 алет + k pere 
n 


Derivemos ambos miembros con relación a x: 


хте“ ==2nx "e" +—х 


1 2 1 5 
2n ¿nx 2n-1,nx 2n (пе?) + ioc?" lgnx 
n n 


Dividamos ambos miembros entre x?" e» 
х=2=+х+К = К=-2 


34. Calcular К si se sabe que: 


180 
— =- Ltan? x + 3Intanx — tan? x – Зап x +C 
зеп? x cos? x 2 


Solución: 


Derivemos ambos miembros con relación a x: 


1 1 Ззес?х К sex 1 sec? x 
Ааа = z (2)(tanx)sec? x + (23% (4) 
ѕеп?х.соѕ° х 2 tanx 2 tax 4 

dus. | 1 
Multipliquemos ambos miembros por cos?x o ———: 
2 
sec? x 
1 senx | 3cosx | Kcos?x | cos?x 
sen?x.cosx cosx | senx senx | sen?x 
Multipliquemos ambos miembros por sen?x.cosx: 
1 = зепох + 3sen^x cos? x  Ksen?x cos^ x + с056х  ...(a) 


Como 


3 
ѕеп2х + cos? x =1 > (ѕеп2х + cos? х) =13 


APUNTES DE ESTUDIO 


35. 


36. 


Es decir: 
зепех + 3sen^x cos? х + 3sen?x cost x +coséx=1 ... (B) 
De (a) y (В), se deduce que: 


K=3 


х" (ax «by? 
k 


Si [^ (ах + b) dx = — ју“ (ах + b) dx, halle el valor де la constante К. 


Solución: 


Derivando ambos miembros: 


= 1 1 
x" (ах +Ь) = шан 2 +6)” | Judi uud mbx" (ах + b)' 


Multipliquemos ambos miembros por m 
хт (ax +b) 


kx =mf(ax+b)+a(n+1)x – mb 
(ак +b)+a(n+1) - 


kx = amx + bm + апх + ax – bm 


kx =a(m+n+1)x 


De donde: 
k=a(m+n+1) 
: Бс-аа а ex 
Si se cumple que | 7 ах = C, calcular 2e – 3f. 
(с + ах) f + ах 
Solución: 


Derivemos ambos miembros con relación a x: 
Бс-аа | e(f +dx)-d (a + ex) 
(c + dx) (f -ах) 


bc-ad _ ef —ad 
(с + axY (гах 


Por simple inspección, se obtiene que: 


c=fy b=e 


37. 
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38. 


De donde: 
2e-3f22b-3c 
A partir de [к esc? 2х ах = tanx — cot x + C, encontrar el valor de К. 
Solución: 


Si derivamos ambos miembros, se obtiene que: 


2 2 1 1 
2 sec“ x + csc“ x 377 5 
sen“ 2x cosx sen“ х 
De donde: 
K sen х+соз?х | 1 
2 2 2 2 
sen“ 2x sen“ x cos“ x (senx cos x) 
Con lo cual: 
2 2 
К (senx cos x)” = sen? 2x 
2 
sen2x 
K = sen? 2x 
2 
s К=4 
‚ f ѕепЗ х К 1 
Si а dX 1 + С, obtener el valor de К. 
cos” x COS х cosx 
Solución: 


A partir del dato, se concluye con que: 


зеп? х _ -3K (-senx) „snx 
сов x cos^ x cos? x 


De donde: 


sen? x = ЗК sen x — sen x cos? x 
sen? x + cos? x = ЗК 
- 21 
ЗК-1-»К = Y 


APUNTES DE ESTUDIO 


39. ¿Cuánto es (DIE partir de [re -(a-x)Ja-x «C? 


a 
2 
Solución: 
Se tiene que: 
-(a +x) 
ћу =—==== + Ја -X 
б) 2Ja-x 
-а-х+2(а-х a 
6 ? ( ) a-3x 
2Ja-x 2Ja-x 
De donde: 


NE 785 үа 
(3%) 2-2 282 4 


2 


(а – B)sen2x 


40. Conocido | 
2а sen? x + ficos? x 
Solución: 


Tenemos que: 


(а – B)sen2x 


п-1 
——h—- nha sem x з соз? x) (2а sen х cos x - 28 cos x sen x) 
2 a sen x + B cos“ x 


(а – B)sen2x _ п(а - В)(2зепх cos x) 


2 2 1-п 
2 [а sen х + B cos? x (asen? х + В cos? х) 


De donde: 


2 ln 
X + B cos x) 


pu 


x - (a sen? 


1 
== = (eser? х + B cos? x 
2п 


Como el primer miembro по depende de х, se tiene que п - =0>n= > que cumple 


TA 


0 
con que =1 = (aser? x + gos? х | : 


n 
dx = (а sen? x + f cos? х) + С, determinar el valor de л. 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


41. 


42. 


43. 
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44. 


45. 


46. 


. - 1 X 
Si | dx = = i arctan + C, halle f (2a). 
у^ 2(х? +?) 2а |) _ 
4 
К.: 
2542 


Si se cumple que: 


2 2 
| сай (e 6(34 212 
3+2x 2 


calcular el valor de K. 
R. 1 
8 

5x? +6х +2 


La integral de es 
(x + 2)(х? +2х + 5) 


K In(x +2) 


Inf»? р2х + 5) JR гап 1 EC 
4 2 


Encontrar el valor de K. 


n+2 


A partir de la fórmula IE (a* bx ах А(а+ bx) 


B, 
a(n+2) 
n+1 


Bla ! bx" ЕС (nz -1,-2), determinar 


R.: 


а + Na? + x? 


X 


Si [|z = - In + C, encontrar 2g 


Ed 
“зло 


Encontrar К рага que se cumpla la fórmula: 


нх) ах = x (Inx)° -2xInx + Kx «C 


APUNTES DE ESTUDIO 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


Si se cumple que: 


[nao =x“ nn нэ? 
п+1 К? 


determinar el valor de la constante К. 
R:n«l 


Comprobar que se verifica: 


| ах Ш 1 1 pte, 
x (a + bx a(a+bx) а? Х 


Comprobar la fórmula de reducción: 


-1 Е n-1 
[sen хах = — sen! x cos x + ай 7? хах 
n n 


ñ хта (Inx 
Halle K, si fx” (х) ах = A fr (Inx)" 


m (и 
В.: — n 
т+1 185 
т+1 n-1 
Demostrar | sen” uco qaga PESA TE al | sen” u. cos"? u.du. 
m+n m+n 
Halle g(1,1,1) si se cumple: 
xm 
a 4 bx" а 
је (ву ак? | | Г g (n,m, p) e" [a + bx" Y dx 
np+m+1 


R.: 24 


Halle g(0,1,p) s 


+1 Р 
х" (a к"). + g (тпр) x" (a + bx" f dx 


bo (a + 0x0) ак = penal 


„Ap 
“раі 


1-х 
5і fa ах звіх In[1 + x? )- 2arctan x + C, halle f (1). 


R.: Ір? 
2 


55. 


56. 


57. 


58. 
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59. 


60. 


Si fioa == | ы + С, encontrar f 
х? 


R.: X2 
16 


2 
Dada | F. dx _ 2 2+3 заах «C hallar Fass 


20 
R: 1 
32 
Calcular 8 , si se tiene que: 
а к іе 
[s = so 6)? 7 (а + вх)+ (а + bx): 
а 
К.: 
b+1 


A partir de [а = 52(1- Х гү! (2х? + 3)+ c, obtener Ey 


2 


3 
R.: 36 
24 
зва [паве ‚ . + C, determinar ^, „у. 
а? +b E 
В.: Ёс 
Calcular Po) se sabe que [на = мо arctan Ee) С 


В.: 0.25 


APUNTES DE ESTUDIO 


3. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO Ш 


61. 


62. 


63. 


2 
Encontrar la integral de la función fix) - ах?! вх + в 
ЕРШ 
Solución: 


n 
A partir de la fórmula B - p du. se obtiene: 
dx dx 


2 1 n 


+1 +1 -=+1 
2 1 - п п 3 
Дай Ск + сх ”|в = ж - = 
+1 +1 +1 
n n 3 
De donde: 
п+2 n+l 
anx n bnx п 3c «C 
n+2 n+1 n-3 ' 
(3-n)x 3 
2 
Calcular | оу. 
3M 
(1- 8x ) 
Solución: 
Escribamos: 


or = [a6 (i- 86) ак = = [(1i-86) (-ах?ах) 


1-8x%) 


De donde: 


К 2x? atera PEE үс 


re R a 777 3 
1-8x?) u 36(1-8x?) 
Obtener par +1 ах а partir del cambio de variable y = x+ 1. 
Solución: 


Siy=x+1>x=y-1 > ах= dy. 


La integral pedida se reduce a: 


[хта = [(у- Ју ау = f(y - 2» +1ју ау 
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Con lo cual: 
Z дуе су? 
[ета = [У a y) 2y У n +C 


La respuesta es: 


Z kx | 1 = (х | ly | = (к +1)? +С 


ae? + b 
ва. si [E ‚аө = Fi +C, halle Fo 


ae? — 
Solución: 
Escribamos: 
0 
[2222 +В o= [25° 241 Бад 
ae? —b ae? -Ь ae? -Ь 
Е -0 
[5 40- |z ao + | Elia 
ae” — ae? = а – ђе“ 
ae + b " са 
188 |£ 00=1n(ae -b) +In(a - be )+с 
Eo) 
De donde: 


Fo) = In(a - b) «In(a - b) 2 2In(a — b) 


Otro modo de resolverlo: 


Escribamos: 
[5 Hag- [5 -5-25 do- [5 ава ав 
ae? — ae? — ae? — ae? -Ь 
-0 -0 
[2° “do = E " be шив 0+2| be — 
ae” — а – бе“ а – Бе” 


ө 
j= TB ар Өз 21п(а be ^) ЕС 
ae? — AAN 


(o) 
Entonces: 


Ко = 0+2In(a - b) - 2In(a - b) 


APUNTES DE ESTUDIO 


65. Encontrar | sec? 0tan 6d 0 de dos formas distintas y averiguar en cuánto se diferencian las 


dos constantes de integración. 
Solución: 


Primera forma: 


а 5 (tan oy 
[5 0tanado = | (tane) (sec ва0) = +С, 
ONE. 2 
Ч du 
Segunda forma: 
(seco) 


| sec? tangao = | (seco) (seco tangao) = +C, 


u du 


La diferencia entre las constantes se obtiene de igualar: 


(tan oy (sec oy 
FC, + C; 
2 2 
C -C = E 0 — tan? , - : 
l+tan? 0 


66. +C, halle F| |. 
x) 2 


si =F, 
ETC ( 


Solución: 
Calculemos — mediante una sustitución trigonométrica: 
2 А 
X“ Va“ —x 
x = asen0 > ах = a cos 010 
Entonces: 


| ах -| a cos 0d0 > d | ад 
х24[а? – x? (а°вег®ө) Ja? (1 — sento) а? J sen? 0 
i$ s 1 
= | вав =—(-со!0) + С 


| ах E 
ЭТЭ 22 
x^Ja?-x? а a 


Ко) 
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De donde: 
-1 
Elo) = а 
-1 Х 
Ex) = ооо arcsenž) 
Con lo cual: 
-1 КА -1 1 
Foz) = ¿eo acné = zz cot(arcsen 76) 
-1 (л -1 -J3 
F, t 3 
8) 25 e а? (3) а? 
а В 
67. si | ал" udu Jam, лжИР ааа d 

а В 
Solución: 
Escribamos: 

[е иаи = Дый и ап? u)du = [бес и- 1 аг” udu 
190 [е иди = [бес u.tan? и – tan? ијаи = јат u.sec? и – (sec? u- 1)| du 
3 
јат иди = 2 tanu +u +C 
De donde: 
a=3 y f=1 
Con lo cual: 
а- В= 2 
68. Obtener: | ах : 
sen x cos x 
Solución: 
Escribamos: 
cos? x + sen? х 
| ах _ | cos? x + sen? x m -f cox gy- 
sen x cos x sen x cos x sen x cos x 
cos? x 


cos x (cos x) - senx (-зепх) 


| dx E | cos? x dx 
senx cos x senx 


COS X 


APUNTES DE ESTUDIO 


Al analizar la última integral, se llega a la conclusión de que la respuesta es: 


sen X 


In + С olntanx + C 
COS X 


69. Encontrar: — 
1—cosx 


Solución: 
Se tiene que: 
COS X = cos? X. sen? X 
2 2 
cosx = | 1 – sen? X |- sen? X = 1 – 2sen? X 
2 2 2 
De donde: 
1- созх = 2se > 
Entonces: 
[+ ах -| A foso Lo 
— COS X 2se > 2 2 
Con lo cual: 191 
| dx = cot а +C 
1-cosx 2 2 
70. Integrar / — [т X.Sec х.х. 
Solución: 
Escribamos: 


l= [se NE = Гі о? х ) tan xax 
cos 


[= [гап хах - feos x tan xdx 


sen Х sen Х 
i d - [eost dy 
COS X COS X 


I == dx : u 
cos x 2 


l= -In(cosx) + рсоз2х + 


l= In(secx) +--соз2х ЕС 


71. 


192 


22: 


х+7 


Resolver: |— 
Vx? + 4х +13 

Solución: 

Escribamos: 


1 
|= ax = f(x? + ax + 13] 2 Gee) 
X“ + Ах +13 


15 — dx 2 fie +4) + 10 (х? FAX 4 13) Z ax 


+ Ах +13 


Descompongamos en dos integrales: 


JTE +4)(х? +4х +13 


H45 1 ах 
= 

1 (X + ax +13) 
23 12 


La respuesta es: 


Бх +24 X ах +13 «c 


х2 +4х +13 + 5х +24 ха +4х +13 |+С 
Hallar la integral: 
| 
Vx? + px + p? 
Solución: 


Escribamos: 


5 = dx = | H px + j^ (как) = | (1? + рх «роў [2x + p – p ах 


Іа рх+р 


4 
= ах == f(x px + p? Я (2х + p)dx р ах 
2 2 2 2 2 
Д px + p (34 з 
2 2 
2 гү 
х + px + p 
| 2 dx 1 | | ги ЈЕР ETETA 
{х2 + px + р? 2 Y 2 
| 5 x хах pe px p?) Ри (+=) x? + px 2 С 
(х px «p 2 2 


APUNTES DE ESTUDIO 


А ах . а 
73: sif F +С, halle Р, sabiendo que b = —. 
x?!xax«bx«ab Ü) © š 2 
Solución: 
Como: 
ХЗЭ В 
ыы е 
х? + 3bx +25 3b b 22) NEN 
2 2 2 2 2 
De donde: 
1, x+b 
Кеа = іп 
() b x+2b 
1. b 
51 
0) = 755 = In =n 12 
74. Calcul e 
| alcular: 
[= + ae! + be! + ab 
Solución: 
Escribamos: 193 
| e'dt -| e'dt | e'dt 
e? +(a+b)e' + ab ‚ a+bY (а+ђу ‚ a+bY (a-bY 
е + - + ab e - 
2 2 2 2 
sjer ga y du = edt 
2 
Entonces: 


[ etdt b 277.5 
e” +(а + be! + ab M т. 


75. Evaluar: == 7 con un cambio de variable inicial adecuado. 
Х41-х-х2 


Solución: 


Sea х = di =—dt 
t t 


Entonces: 


ere |+ it 2 [туг 


к= сыш 


Lassen de (4) | 


xl xax 


La respuesta es: 


= (+ M) etn ас ЦОХ мн 


х 2 Х 
: ах л 
76. 9 | e +C y E = halle x. 
(Le xy? +(1+ ху? 0) @) 3 
194 Solución: 
Se tiene que: 


| | ах | : dx | E 
(1+x)2 + (141) (1+x)2[(1+ x)+1] (ах (x +2) 


Sea 1 + x= 12 = dx= 2udu 


Entonces: 
| ах -| 2udu Е 2| аи 
(1+x)%(x+2) u(u* -1+2) и? +1 
| R 2(1 Jarctan? -C 
(1+ ху? (x +2) ES UE. 
Ка) 
De donde: 


Ex) = 2arctanyl + x 
Л 
Fixo) = 2arctan,/1+ xg = - 


APUNTES DE ESTUDIO 


arctan,/1 + хо = 
„1 xo – ап. – УЗ. 
6 3 


3 1 
1-4Хо---- 
9 3 
== 
1+3x? 1 
77. si | dx = — yf +С, halle f. 
| x* (1 + ха) x 8) ааг. 
Solución: 


Descompongamos el integrando de la siguiente manera: 


і” _ 143 2х2 1 2 


х? [1 + x*) х? (1+ x?) x* (1 + x?) x? 1l+x2 


Entonces: 
2 
| LEX к= || : : 2 у јак = НО 
x* (1 + x?) х? lex X 195 
De donde: 
fx) = 2arctan x 
Con lo cual: 


fa) = 2arctan1 = 2(74) = 2 


78. Usar el cambio de variable и = x p en 
X 


так UN T luar F 
X + РЕ + х2 Х (5) ! para evaiuar а) 


Solución: 
Sea: 
NS 
u xz du | кии = Lax 
X X x 
тат E этэ... 


x? x? 
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79. 


80. 


Entonces se tiene que: 


pe (ja ац) 
[pts + Е Lr [+s = 3a = Ale) 29] с 


Si x=l>u=1+5=2 


De donde: 


Flo) 3.6056+7.7570=11.3626 
4e?* 
Integrar: / - | 
p e?* — 2е* -3 
Solución: 
Escribámoslo así: 
2x 
=2| : 2е 
е“ -2e* -3 


I =2|Infe? -2е* -3)+ 2f EE 
(е^ -1) «ід 
Finalmente: 
1 pls? 
1 22! In(e?* – 2е* - 3) +2 | 
ч шэн CERT 
= 2-In(e?* – 2е" 3). 
e“ + 
Integrar: / = == мэ 
Vx? +4х — 


APUNTES DE ESTUDIO 


81. 


82. 


83. 


84. 


Solución: 


Escribámoslo así: 


[E 2x+4+2 


үх? +4Х – 


2х + 4 


yx? +4x -5 


dx PPM 
\(х +2) – 32 


= ка Би [х+2+ 2 нах 5 |+С 


De donde: 
x 
jM 
2 
Integrar: [ dx 


(senx + cos x) 


1 |l-sen2x 
-— | ——— +C 
2 \1+5еп2х 


. Sugerencia: hagau = sen2x . 


In(x+1)-Inx 
Integrar: / JAM 
х(х +1) 
ВАС 
x 
arctan (Ух | 
Integrar: / -[ 


R.: (arctan | +С 


Integrar: | 


R.: 


S [m(nx)+1F 


xInx 


In(Inx)*1 + 


+С 


СХ. 
үх? + 2х2 + x 
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yd 
85. Integrar: | 


(х2 +в)? 
х2+8 +С 
х? +8 
86. Integrar: => 
2 25 26 |, 
R.: зё ! аў? (х 24 +C 
dx 


87. Integrar: | 
x. cos? (1+Inx) 


R.: tan(1+Inx)+C 


5.20 
88. Integrar: coSs р 


+ cos 2х 
198 R: (ах ex) +С 
1-2 
89. Integrar: | 7 + # ак 
x 


R.: (их каў? +С 
3 


90. Resolver: је“ Зхах. 


в. Зх | sen6x | sen12x 4C 
8 12 96 


91. Resolver: ро. 
sen? х cos? x 


R.: -2cot2x +С 


APUNTES DE ESTUDIO 


+С. 


Гэ 
Х A dx 8 
Х 


92. Señalar g,,, si se conoce que | 


-V2 +In(14 4/2) 


(x) 


93. IE Кхв „у + С, halle Soy 
R.: 21 

94. Si | = Ин +G halle ñ, 
RE 
4а 


95. si | d F, +C, entonces Р. es igual a: 
х(1+1 х) (9 Е 


96. u) t 6, entonces 16 es igual а: 


SÍ ME — и? 
R.: 112 4/3 


la 


97, si | (07 х) ах = дага уй, determinar el valor de К. 


R.: n 
98. Integrar: | X qx. 
a+bx 
R.: d Z In(a + х) + La L Э In(a + bx) C! 
“Б в EA B" Б 


99. Integrar: | 


2 
2 ах 

41-х2 

R.: = Z arocos x o +C 


199 


200 


100. Integrar: | 
я 3 


R.: arctan 


2411 
11 


APUNTES DE ESTUDIO 


4. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO IV 


Integrar: | a 
Solución: 
1-4х 1-4Х 1-4Х 
Nec] ГЕЧЕ КИ ЕЙ 4 


[e 


dl p |= se 


1--[a-9 (зах [zo 


1=-2 1-х -J 


Calculemos J: 


и? = 1 — x, 2udu = -dx 


J= p= l-u? (-2иаи) 
J = -2| V1-u?du 
2 41-12 resent 


= -им1 – и? - агсѕепи 
= 1 = xx -arcsenJ1- x 


I 241-х 4 Мх-х2 + arcseny1- x + C 


ог. | dx = Fx у“, halle Fo. 
?4x? +4 
Solución: 
Sea: 
X= 1 > dx = E 4 
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Entonces: 
1 
IE 
хх? +4 14 Tun 
Ре” 
1 
1 (142)? 
= -> [ (+42) P (tdt) =- АЕ ас 
A +4 8 Y 
| dic 1«4€ +С 
xx? qu ва === 
Ко 
De donde: 
E 4 
булу үкү 
Con lo cual: 
QA _ 2 
202 A 4 
3 (x 2 
103. | X dx= (х2 +1)? «c, halle т + р п. 
4x? +1 H 
Solución: 
Sea X“ + 1 = иг = 2хах = 2udu 
Entonces: 
Í 7 T 2 (2xdx) aa 
Jx? 2 2 Jx? + 2 u 
3 3 
| E dx [с Mau E u+C 
\/х? +1 3 
Es decir: 


3 
| ad dx = 
dx? +1 3 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 


Con lo cual: 


Inx 


104. sif 
x? (Inx -1)(21nx — In? x -1) 


dx = fax) +C, halle fen) 


Solución: 


Se tiene: 


In xdx -| [п хах 


кте -1)(21пх — In? x -1) x? (Inx -1| (вх E 


| Іп хах = -f[ (nx D] (пах 


(Inx - 1) 
1 203 
Si u=x(Inx-1) du E je Je In xdx 
X 
Entonces: 
52 
[Зи = +c Ев 
-2 ги 
— 
fu) 
De donde: 
1 
f(x)- 
е) 2[х(тх-1)] 
Con lo cual: 


м 1 21 
i 202-1) 2е 


4 


105. si [е^ {з be* ах т(а ве“ | + C, calcular mb + п. 


Solución: 


Sea: 


и? — a -bæ ђе =а- и? = ђегах = -2wdw 


Entonces: 
[га ре” ах == [Ма ђе“ (be*ax) == |w (-2uaw) 
E Е 3 
је а – ђе“ ах = = гам = Е 
b b. З 
De donde: 
2 x % x 
ав бе“) т(а Бе”) 
Con lo cual: 
ay n-— 
3b 2 
y: 
Wiener ba ш =. 
b 2 3 2-6 
In(Inx) 
106. Hallar | dx 
204 xInx 
Solución: 
Sea: 
Inx- u xag dx = e"du 
Entonces: 
In(l 
j n(Inx) ни ug [Las 
хх ечи и 
2 
Іп(І | 
(200, = | (по) ши! Um а 
x Inx 2 
De donde: 
In(Inx) 1 
| dx == (пх) +С 
dx 
107. ше ra: I= | Я 
: хух +1 


Solución: 


Sea ш =х+1 гиди = dx 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 
| fo 2udu J| 
u? -1) 12 
1 и-1 
l=2| == 
xi и-1 
Es decir: 
japo C 
ух +1+1 
dx 
108. Integrar: ыы 
Solución: 
. 1 
Si u = |пх > du = —dx 
Х 
= [rug = 
Es decir: 205 
І fix) FC 
109. Integrar: 1 = | 2552 ах 
x 
Solución: 
Sea х+9=и? > x =u? -9> ах = 2udu 
Entonces: 
2 2 
Ju? u*du 
I | 2udu -2j 
"m ) и? -9 
(u? -9)«9 
1=2f 5 аи 
u* -9 
сан E: је 
и“-9 
I=2u+9 — | |+c 
2(3)) u+3 


110. 


206 


De donde: 
Ух-9-3 
1-2,Хх-9-341-----40 
у Х+9 +3 
Obtener | 2% 
а + bx 


es una constante. 


Solución: 


Primera forma: 


Sea a+bx =u => рах = du Хог 


Entonces: 
u-a du 


[zm ЯГ, а т 
a + bx u b^J u 


xdx 1 a 1 
— | 1-— аи =— |u -alnu 
Is b° | Л rl ] 


La respuesta es: 


и а 
Рава 
Es decir: 
a+bx а 
52 (а + bx) + C 
а x а 
pone ъ71п(а + х) + 


Segunda forma: 


Dividamos: 


a 1 

=X — — мэн 
b b 
a 


de dos formas distintas y comprobar que la diferencia de los dos resultados 


(а) 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 
X 1 а 
a+bx b а+іх 
Entonces: 
a 
| хах | 1 Y, di 
а- bx b a+bx 
xdx 1 a 
= ых 7 In(a + bx) +С, 
De (а): 
x a a 
х inari) ee 
De (8): 
x a 
e In(a + bx) + [С, | 


La diferencia de los dos resultados es: 


гэ +С, — С; = constante 
2 
а, 
111. Hallar: E 
(a + bx) 
Solución: 
Sea: 
U=a+bx Зы ах =— аи 
Entonces: 


2 2 
| EUN E _2au + a2Inu +C 
(a+bx) Б? | 2 


NO 
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112: 


208 


113, 


De donde: 


х?ах 1 2 2а a? 
| pas + bx) ras нбх) + raus +bx)+C 


Integrar: / = [-——® 
Дах 

Solución: 

Escribamos: 


Sea u= № => ди = 2хах 


Entonces: 
1 2хах 1 ди 
| | 2 >| 2 
ex) Ми 
гада?) не 
Finalmente: 


| nfe Дз m HC 
Integrar: / = [és Ext 1)0% 


Solución: 
Por partes: 
3 
и = Infx + цан аа LT 
M 1 
ja 
2 
du Jx? +1 ах 1 dii па s 
X + ух? +1 Jx? +1 
Entonces: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Calculemos: 
x? 2 Ho 
== = |(х +1 х |( хах 
[уа fea (о) 
Si u° = № + 1 гиди = 2хах => иди = хах 
Entonces: 


(из (иаи) = f(u? Mau 


с [к 


Ёл i | 


ЇЕ из ис" Ц 1) (к +1) ec ...(2) 
x* +1 


(2) еп (1): 
3 1 


[лах + х1 | = Enf dt) Ge ар E ар +С 


114. Calcular: 


је“ зепрвае 
Solución: 209 
Por partes: 
u=e% ie 
b 
y Т 
du = ае 240 ду = senb0d 9 
Entonces: 
ад 
| ед зепьвав =-E сов ba + =. | e% cos boda 5541) 
Сасшетоз је“ cos 5000 
и = е? —— 
ў Т 


ди = ае Чад dv = cos 6090 


115. 
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De donde: 
е? а 
[e^ cosbodo= г seno - 2. [е senbodo 
(2) en (1) 
a0 ад 2 
fe senbaa6 9 со850- T sen БӨ а. је зепрвав 
b b b 
a? е?® 
145 [е senbedo = 7 (а senbó – b cos b0) 
b b 
Finalmente: 


е (a senb8 - b cos b0) 


a? + Б? 


је“ senb0d0 = 


Hallar Efe?) si se sabe que: 


[зп(пх) ах = во +С 


Solución: 
w=Inx dw EN > dx =e"dw 
Sea x 
x зе" 
Entonces: 
l= fsen(inx)ax = еп w.e" dw 
Por partes: 
и = зепу/ уза” 
y t 
du = coswdw dv =e"dw 
De donde: 
1 = fsen(inx)ax = e"senw — ЇЕ coswdw 
(нара 1 
u=cosw у=е" 


Т 


du--senwdw | dv-e"dw 


X2) 


APUNTES DE ESTUDIO 


| =e"senw - | e" cosw + [e w.e” .dw 


pe 
I 


21 = e" (senw - cosw) + 2C 


I =;°" (senw – cosw) +С 
РШ o Г 
Е (и) 


Вс.) Zn [sen(Inx) - cos (Inx) | 
8(x) = 2 [зеп(пх) - cos(Inx)] 
Con Іо cual: 
е? 
82) =— [sen2=cos2] 
ax 
116. Si/,(x)= [Gas al integrar por partes se deduce que 1, (х) = #(х)+ в (n,a)/,, (x). Halle 


БЕР 211 


Solución: 


ах 
Se tiene que: /, (х) -Í —dx 
x 


2 ¿a И y" 
–п +1 
+ t 
ax ax -n 
du = ae” ах dv =— = x "dx 
x" 
Entonces: 
гах pont а e” 
Дэ 1-n | l-n xd 1 
ex -n4l ә 
разаў 
De donde: 


212 


117. 


118. 


Con lo cual: 


Se sabe que | dx Ку) + С. Halle el valor de Бе - Fa 


y 


1 
X + 24x -1 
Solución: 


Sea x- 1-24? = ах = 2udu 


Entonces: 


1 2udu udu 
| & = | : -2| : 
х-241х-1 и? +1+2и (и+1) 


Integrando por partes: 


-1 
=й и = 
u+l 
+ 1 
dw =du dv = au = 
(и +1) 
De donde: 
| 1 dx = 2 -u | аи 
x+2/x -1 и-1 и +1 
| : ас-2) сё аба) +e 
х +2/х-1 ucl “Ў 
Entonces: 
-—x-1 
F, 2 - || x -1 +1 
(9 = | ) 
Con lo cual: 


-1 
Ба СЕГЕ -In2 (0+0) -212 1 


Obtener ў), si f(x arctan x (хах) = fa) +С. 


Solución: 


Sea: 


l= jè arctan x)(xdx) = је arctan xdx 


APUNTES DE ESTUDIO 


Por partes: 
x? 
u = x arctan x v=— 
2 
4 Т 
ди = (arctanx + 2 5 је ду = хах 
1+x 
Entonces: 


2 
[x acan) $) -i e ү t zd је 


3 1 ХЗ 


а 3 arctanx 25 x? arctan хах -2| ах 
2 2 2 


1--х2 
3 
| = ~ агсјапх zi Я| x а ах 
2 2 2 1+х2 
2 


3 
[= а RETE АШН | x?) „Зе 
2 212 2 2 


N| оз 


3 2 
I x arctan x de | Inf | x?) +C 
3 6 6 


2 


119. Integrar por partes Í М dx. 
1-x? 

Solución: 

и=х у = 1 – x? 
Sea: + t 

ди = dx dv = хи 

1-х? 

Entonces: 


2 
ЇЕ I dx хү1- х? [4 х?ах 
1-х 


2 
| Хх =-х 1 – x? 4 ай x? + гэ +С 
A-x? 2 2 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


ax 


120. Si I, (x) | 2 —dx, al integrar por partes se deduce que /, (х)=#(х) + в (ал), 
x 


Halle Easy 
Solución: 
ех 
І, (9-1 " dx 
“паі 
u =e” pat 
-n+1 
+ t 
du = ае* ах dv = x "ах 
Entonces: 
xu a гах 
| х | ах 
n ( 1-п 1-nJ хта 
x" a 
цн l-n _ 1-п n(x) 
214 De donde: 
-а 
Bn) 1-0 
Con lo cual: 
-3 
£02) 71-273 
121. Hallar de dos maneras diferentes | Іп хах (п = —1). 
Solución: 
/ = |x" In хах (n+-1) 
Por partes: 
u= х" v = x|n x — x 
+ t 
du = пх"! dv = In xdx 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 
1- | Inxdx =х” (хІпх =) npe? (хх -х)ах 


I - је Inxdx = x^ (Inx -1)-а је" In xdx +п[х°ах 


п+1 


1 2 x" (Inx -1)- nl «n4 б" 


— yn+l a nx ' 
(1-1) = x"* (Inx Qe +С 


De donde: 


n+1 сё n+1 
I = [епха == шанг P „+С 
п+1 (n +1) 


Хх" а x xn | nx" 
п+1 n+l (n +1Y 


-C 


x^ nx xn 


n*l (паі) 


+C 215 


Otro modo: 


1- | In хах 


Entonces: 


122. $ ПЕЕ ха" буја = ар) +С A fia =f o=- halle ga 


216 


Solución: 


[» (X) dx «pe (х) 9 + LT 7É() +С 


Tenemos que: 


h= еа 
и=х у=) 
Y T 
du = dx dv =P", dx 


Análogamente: 


Entonces: 
АЛАН ET 5 fioa + F yi = 8 +C 
Xf (о + Xf о = E(x) 
Enx=2 
O 
Con lo cual: 


APUNTES DE ESTUDIO 


123. Integrar: / = [resen хах. 


Solución: 
Sea: 
0 = агсѕепх > ѕеп = х > cos 0 = 41- x? 
ах = cos 0d 0 
Entonces: 
[= focosado 
и=е у = зеп д 
4 Т 
ди =d0 ау = cos 0q 0 
De donde: 


l= Өзепө - | senado 


| = 0зепд + со$0+С 


| = x arcsenx + N1- x? +С 
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124. Integrar: / = | x-arcsenx.ax. 


Solución: 
Por partes: 
U=xX у = x arcsenx + N1- x? 
y Т 
du = dx dv = агсзеп хах 
Entonces: 


Į = x? arcsen x + ХМ] – x? - |(xarcsenx)ax - м - x* dx 
[ = x? arcsenx + хМ1 – x? — / [^ x? dx +20 


2/ = x? arcsen x + x41 х2 E x? з Larcsenx +20 


2 
I = aresenx кад - гозел +С 


125. 
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126. 


Integrar: / = [оета 
Solución: 
Sea u= ж => аи = Зх?ах 
Entonces: 
| = [eax = зме" 3x?dx 
| = =. [меаи 
3 


Integrando por partes, se obtiene: 


De donde: 
ista? pe -1)+C 
Integrar: / = ES а 
х^—2х +1 
Solución: 
- | In(x + 3 
(x-1) 
Como 
-1 
u =In(x +3) ўе 
{ 7 
ди = 1 ах dv = En 5 
x+3 (x - 1) 
Entonces: 


-In(x +3) х 
is сш т 


APUNTES DE ESTUDIO 


Calculemos |: 


/ aj dx -| ах 
1 Jx2+2x-3 кіў -2 
1 x+1-2 
= + 
2(2) х+1+2 


Finalmente: 


127. Integrar: | = [xin +1) 4х. 


Solución: 
Sea: 
х? 219 
и =In(x +1) у = = 
y Т 
ди = ах dv = хах 
х-1 

Entonces: 


Calculemos |: 


2 
= |= ак = || x 13 І. [ах 
x +1 x+1 


2 
h =L x +In(x +1) 


De donde: 


128. 
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129. 


2 
Integrar: /- | їй 2 ах. 
x 
Solución: 
Sea: 
-2 
и = М2 x у = LN 
+ t 
1 dx 
du -2(Inx)| —dx dv == 
(ma) (ca) = 
Entonces: 


Calculemos |: 


Inx 
h = | пак 
x 
Sea: 
x^? 
u=Inx v=— 
-2 
4 Т 
айна “ар dy = Y 
x x 
Entonces: 
—1 Inx ЭЕ: 
h=— += |-- 
2 х 2J x 
2x 
x? 
E 
De donde: 


Integrar: / = [2 In? pe + Dax. 


Solución: 
Sea: 
u=In(x?+1) и =(x° +1)in(x? +1) (х2 +1) 
y 1 
ди = up dv = [In(x? +1) (20) 


APUNTES DE ESTUDIO 


130. 


Entonces: 


1- Іп(х? «pe +1)In(x? +1)-(x? +1] - [2x [moe +1) -1 ја 
[= (X «іп? pe +1) - (ха +1)in(+? +1)-[(° «п? +1) (2 +1) ке 


= (е т (x +1)-2(х® +1) (2 +1)+ 24? -1+С 


Integrar: / = |> In? (x + Dax. 


Solución: 
Sea: 
и - M (хе +1) у= х? 
y Т 
du = [2] п(ха +1) Ра dv = 2xdx 
X“ + 
Entonces: 
3 2 
pp EA a 
+ 
| = мане (ий за) а | х- = ; nie «Joe 221 
X“ + 
| = хте (x? +1)-4 psp «ака | in(x? «ах 3 CL) 


h 5 


Calculemos |: 
h = IE Inf? + Dax Eu + y ај 
2 ES = du 


Como [пад = ulnu —u, 


h -2(6 + 1)in[x° + 1) -(e + 1] 


Calculemos /,: 


I; -Í 5 Шал +1) ах 


x? + 
Sea: 
u =In(x? +1) ии (и? +1) 
y 7 
dia 2xdx dite хах 


х2-1 х? +1 


De donde: 


En (1): 
ES аз [0 +1)п(х® +1) - (хе а ete +1) +С' 


| -х2 (x? +1) - 2 (2 +1)in[x2 +1) H 2(x? H 1) | іп? (x? 1) -С' 


I =(x? п (x? | 1) 2(х* - 1)in(x? - 1) p +2+C' 


La respuesta coincide con la del ejercicio anterior. 
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131. Encontrar K en la fórmula siguiente: 
COS X COS X senx 
m E m-1 m-1 ах 
Х (т-1)х Х 
Solución: 
Por partes: 
x mel 
u = cos x у = 
-т +1 
y 1 
du = -sen хах ау = x "ах 
Entonces: 
[Е COS Х 1 sen Х 
decl 1-5. 
т (m-1)x"" m-1 хта 
De donde: 
k- 


APUNTES DE ESTUDIO 


?dx 
132. Calcular: X : 
МЗ + 4Х 
Solución: 
Por partes: 
2 МЗ + 4х 
u= x = = 
2 
ў Т 
ах 
du = 2хах ду =———ə 
43-4х 
Entonces: 


2 
|= = Е + 4x Pos + 4 x dx 
+4x 


Calculemos [45 + 4x dx 


2 
2 и -3 2udu иди 
3+4 а, 
Sea u Х-»Х 1 х 1 2 223 
Entonces: 
2 
КЕ + 4х dx -Г 3 uf EHE Ls [e Зи du 
4 2 8 
1 и? 3 
[БЕ r 4x dx u" +C 
85 
De donde: 


2 
X l 2/3 Ax 6^ eg a^ +C 


J3rax 2 
х?ах х2 1 2 1 

3+4 ! З+4х) | /З+4х +C 
| лэг час шин 


| x*dx _ 2 2x+3 атат 
\3+4х 20 


133. Encontrar К en la siguiente expresión: 
ми - K (2a рх) ма r bx +C 
Ма + bx 
Solución: 
Por partes: 
1 
ЭР” 5 Ца + х) 2 (4 | bx) 
Е 1 БУ. 
Ш2 
y Т 
ах 
du = dx gu = = 
ма + bx 
Entonces: 
1 1 
28 = ! рх)? (а- bx) “dx 
Ма + bx 
р? 
224 ] хо 2x а bx Ta x) +C 
Ja-bx b b 32 
хах 2 
a+bx | x a+bx)|+C 
= b | зь! ) 
xdx 2 3bx – га — 2bx 
=— Ја zi | -C 
Ма+ех b 3b 
| хах 2 a ee | укр «c 
Ма+бх b 3b | | 
De donde: 
| C сё (га – bx) Va + bx +С 
Ja-bx ЗЬ 
Con lo cual: 


362 


APUNTES DE ESTUDIO 


134. Encontrar la constante К en la siguiente fórmula de recurrencia: 


S 2\2 
I [^ (a өх? ax — | k |x"? (аг) 


Solución: 
Por partes: 
и= х") и (а) 
+ t 
ди = (m – 155485: dv = (a + bx?) хах 
Entonces: 
[== xm (a кы?) -Z1 f(a + bx?) х"-2ах 
Escribamos: 
[= [а +bx?) lle +02)? [а + рхг Јах 225 
l= = xm (a px?) — (ac? + bx” (а + bx? ах 
O mejor: 
l= = xml (a bx?) 1 [а (а + өх? јах ope (a " өх? dx 
Ї 
I -l ym (a + bx?) = ala 1) Га” (а + өх” ax „тер, 
4b 4b 
De donde: 


135. 
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Con lo cual: 
m-1 b 2 2 
i 5 2 | 2m 1) ий (а + Бх?) х 
b(m +3) b(m «3 

Finalmente: 

ke а(т-1) 

(т+3) 
Int ге] а 
ntegrar: -| x. 
3 х2 

Solución: 
Escribamos: 


Sea w= № = dw = 2xdx 


Por partes: 
2 
-— , 30-wy5 
2 
+ 1 
ди = dw dv =(1-w) Зам 
Entonces: 
-3w (1-w% 
4 = ој 
2 2 2 
2 
І de Ld 
4 5 
Finalmente: 


APUNTES DE ESTUDIO 


| - 530102) (2х? +3) +с 


2 
136. Demostrar que! = || m * fn x) f аўса = ох) f (ingt С. 
Solución: 
1 
Sea y =Inx => dy = —dx 
x 


Entonces: 


5 ЇЇ mi thy) ui 
|| Tii dy + [5 ду 


Calculemos |: 


ца у= 1) 
du = „уау dv =f tj dy 
De donde: 
hoff Pty 
Entonces: 


ef ураг Го Te Го уду 


=P yt) +С = ој! (mx) + C 


137. Comprobar que la fórmula del problema anterior se verifica рага 1, = 2X – 3x + 4. 


Solución: 
Se tiene que: 
fa) = 2х? -3x +4 => fm) = 2102 x – Зах +4 
47 4x - З >f их) = 4Inx -3 
Po =4>f “бах =4 
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138. 


Entonces, el primer miembro es: 


ЇЇ T й Án x) СЕЕ ПЕ -3% + (2- и? x -3-Inx +4)(4) E 


Х Х 


|| алд х -24-Inx «9 8аг х -12-Inx +16|® 


Х 
2 
|(ра-ийх —36-1пх + 25] 5 24% X dx ae [ ax +25| 2 
X X X X 


3 2 
га п) S ]- se [ юэ) (95) +25 [58 an? 36:53 +25 пх +С, 
х x x 


El primer miembro resulta ser: 


8I? x - 18112 x +25Inx + C, B 
Calculemos el segundo miembro: 
Инк! (nx) = (2l x - 3Inx  4J(41nx -3) 
Es decir: 


8.In2 x-6-In? x -12-Ir? х+9.шх +16. шх -12+ C; 


Е! segundo miembro resulta ser: 
8-In x –18 пе x +25-Inx - 12 - C; 440) 


Comparando (а) con (8), se verifica la fórmula del problema anterior рага С, = С, - 12. 


— | ах 
esolver: | 72557. 
(2+ е") cos? x 
Solución: 
Escribamos: 
[ ах _ | sec? хах 
t 
(2 +02) соз? х 24 etanx 


Sea и = tanx — du = sec? хах 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 
| ах -| аи - | е “аи 
(2+ g*n* |cos? х 2+е" 2e" +1 
жээ = =u жиж 
| ах Е L п(2е“ 1) -С 
(2: e*^* cos? х 21265 5-1 2 
De donde: 
-Lin(2e +1)+C 
2 
1 | (2a? -х?)х% 
139. Resolver la siguiente integral: | z X 
(a? ёр 
Solución: 
Sea x = асо$0 > ах = acos0d0 
Entonces: 
2a? – x? | xŠ | 2. sen? 0 2] a? sen? Ө 2 – sen? 0 sen? 0 229 
| | ах | | i | Р? ajl d ад 
( 2 2) а“ cos 0 cos“ 0 
a -x 
(2a? ext p (2 — sen? 6)ser? 0 
y d af 120 ад 
(г? са?) 2 – sen" 0 
Dividamos: 


2 3 
(2 - sen 6)sen Ө  sendo-2sen 0 


2 5 sen? 0 — sen = 
1- ѕеп 0 sen^ 0-1 sen“ 0-1 
De donde: 
2a? - х? хз 
| ) dx = г“ sena -seno + EE lo 
б e cos” 0 
Tendremos: 


2a? = x? хз 3 
| | dx =а3| 208 ын : +С 
3 со5 9 


Х 
Como x = asen0 — sen@0 = > cos 0 1 | 
a 


Se tendrá que: 


3 
1558: ы ЫЯ E | 
(a? – х2 2 а 34“ = X 
Finalmente: 
Ч х2? + a +C 
а? – х? 


x 
| а 
Si | 5 ах = k arctann” + С, encontrar К|пле. 
x 
+a 
Solución: 


Sea u= а = du = ax.Inadx 


Entonces: 
а” 1 fa*.Ina.dx 1 аи 
1 n 2 тај 1+и? 
+а 1+ (а*) +u 
x 
| a A кй 
1+ а2х Ina 
Si: 1 
— агсјапа“ = к arctann* 
Ina 
ES y n-a 
Ina 
Entonces: 


APUNTES DE ESTUDIO 


141. Encontrar: farctan хах. 
Solución: 


Sea 0 = arctanx > tanü = x -» sec? 000 = dx 


Entonces: 


| асаа хах = р sec? 010 


u=0 v =tan@ 
4 Т 
ди = а0 ау = sec? бад 


| салах = @tan0 – | епааа 


-sen6d 0) 
cos 0 


[octo tan + pi 
farctanxax = O tanó +Incos 0 


A partir de Тапд = х: 
partir de tan0 = x 231 


De donde: 


[етап хах = (агсіапх)х +1п 
1+х 


[ratana = х (arctanx)-=In(1+1?)+C 


142. Si | асов2хак = 9) +k, hallar q(1/3). 
Solución: 


Sea 0 = arccos2x — cos 0 = 2х > -sen0d 0 = 2dx 


Entonces: 
| arccos 2xax = [оте = > [евепдад 


Por partes: 
|езепаад 
и=0 у = – со50 
+ T 
du =d0 ау = send 0 
De donde: 
[ассо 2хах zl 0 cos | cos 22 
1 1 
| асссов2хах = 2 0 с050 "sene +С 
Con lo cual: 
1 1 2 
Феј = > (arecos 2x (2x) за - (2х) 
= xarccos2x —— 1 — 4x? 
Ax) = 2 
Finalmente: 
q = — агссов 1 4 
232 (и) 9 
q;, ^, = 0.2804 – 0.3727 = -0.0923 
(И) 
143. sif -— dx = gy) + k, hallar ga 
1-х 
Solución: 
Escribamos: 


| à -j L= т Је 


_ 1- x2) 2 
| хэ! "ER + . 
1-х? -2 = + 
[E dx 1-х? -arcsenx +С 
М - x? 


De donde: 


E(x) =—\/1-х2 – arcsen x 


APUNTES DE ESTUDIO 


Con lo cual: 
g =- ава 
(4) У 16 4 
8/1, = -0.9682 - 0.2527 = -1.2209 
(И) 
144. Resolver la siguiente integral: [E ox. 
5+4cos x 
Solución: 
Hagamos 2 = ап > x =2arctanz > ах = 23 
2 1+2 
cos x/2 = | 
5 2741 
2 
cosx = 2cos? --1- Е je 
2 z“ +1 2941 
Reemplacemos en la integral dada: 
d 233 
-Z 
21 202 1-7 
| {ЕЛДА гс 2 za 
Ba ; 2 +2 (2 «912 +1) 
2941 
Descompongamos еп fracciones parciales: 
1-2? Аг В. Cz+D 


(22 +9) (2? +1) 2°+9 22431 


1-22 = (Аг 4 В) (2? | 1) + (cz 2)(2? +9) 


1 z^ s(AsC)z? - (B 4 Ба" + (А+9С)2 + (8 +90) 


De donde: 
A+C=0 A=0 
B+D=-1 С=О 
А+9С=0 D=1/4 
B+9D=1 B = -5/4 


Entonces: 


а Е мүүн E ; ны 
T2 јал: +1 нава] С 


Z 5 arctan - —arctanz +C 


z 1 
3 2 
145. Integrar: гаі 
Зѕеп2 x + 5cos? x 
Solución: 


Dividamos ambos términos de la fracción entre cos? х: 


dx 
| ах | сах | sec? x dx 
3sen? х + 5соѕ2 x Зіап2 x +5 3tan? x +5 
| dx 1 sec? x dx 
Зѕеп2 x +5cos?x 3 2 
234 (алх) Е 5 
43 
Empleemos la fórmula: 
du 
arctan— + C 
ў» +a? а 
Entonces: 
| А Е. arc tan апл. +C 
3sen? х +5cos?x 3 ый 5 
43 43 
| 5 dx 5— = xS ахад УЗ tanx +C 
3senfx +5cosfx 15 "AB. . 
146. Integrar: dx š 
8 – 45епх + 7 cos x 
Solución: 
2 
Sean 0 = tan > senx сар cosx= 2 dx = 240 
2 1-0 1-0 1+0? 


APUNTES DE ESTUDIO 


Reemplazándolos en la expresión dada: 


20 
ах | 1+0? 2] ад 
8 – Азепх + 7 cos x 89 7-70? Ө? – 80 +15 
8- 2+ 2 
1-0 1-0 


ах 


8 – 45епх + 7 cos x 


ах 


2—3) -5) 215155 | = 


-5 


8 – Азепх + 7 соѕ х 


0 
-In(8 - 3)«In(6 -5) «C =, зўе 


De donde, la integral pedida es: 
јап -5 
In 2 +Ç 
tan=-3 
2 
147. Integrar: A цы 
1 + cos x 
Solución: 
Hagamos: 
1-1? 2аг 
t = tan > COS X а 2 
Ї 1-1 
Entonces: 
ыг гаі J 
2 2 22 
COS x ax = [== 1-1 -Ё Е t 
14 cos x 1-Р 1+2 
1+ 5 
1-1 
2 
COS X es (Е -l ba ЈЕ 2 dt 
1 + cos x Pi 2-1 
2223 ах E 2| ЕШ t + 2агсіапі + с 
1 + cos x 1-1 
De donde: 
аа ах јап— + 2 : +C=x-tan—+C 
1 + cos x 2 
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148. Resuelva la integral siguiente: 


2 + tan? ө)(1 + tan? ө) 
| E ад 
1-+ ап“ 0 
Solución: 
Зеагапд = и => 0 = arctanu = d0 Í = ди 
1+и 
Entonces: 


1+u? 1+u? 


ОР ЕЛА: 


= ди 
1 +{ап? 0 и 


Descompongamos: 


u? +2 А , Bu«C 
из+1 41 и?-и+1 


и? +2 =А(и? -и+1) (Ви +C)(u +1) 
u=-1 3 - A(3) (C В)(0)= А=1 


236 u=0 2-А(1)-(0)1) =>C=1 
Coeficiente de и: 1=А+В = 8-0 


De donde: 
2 + ta? 9) (1+1ап? 0 
fi шоа | -| га! : 2109 
AE 
2 2 
(2 + tan? 9) (1 + tan? 0) 1 и-1 
аб =1 1 t 240 
| 1+tan° Ө га ВР u 43/ 
2 « tar? 0} (1 + tan? 0 = 
Г ү ей tan) + 243 atop Пе і +C 
1- tan? 0 3 


149. Integrar: |22 
COS X 


APUNTES DE ESTUDIO 


Solución: 


Sea: 


2 
senx = и“ — cos хах = 2udu > cos x = |1 (u?) 


Entonces: 


[Ea Tro Pv E 


ш 


Calculemos | == 


и? _ А В Cu+D 
leu l-u 140 


y? A(1 01 | u?) +В (1+ и) (1 | u?) +(Cu+D)(1+u)(1-u) 


Si 
и=1 1=B(2)(2) > B = Y, 237 
и=-1 1=А(2)(2) > A= Y, 
1 1 
2 - А -1 
u=0 0=2(1)+2()+0()ә0 Y 
Coeficiente de 13: 0=-A+B-C>C=0 
Entonces: 
-— „| У du 
Cos x l+u А и 1+0? 
[== зеп -Zin n(1+u) Am и) - arctanu + C 
COS X 2 
De donde: 


pe di in (I 


arctanu + C 
COS X 


[Ema ->in 1+ senx – arctan ysenx +С 
Cos x 1- уѕепх 


238 


150. Calcular la siguiente integral: 


(1 + хе”) 
Solución: 
Sea: 

1+ хех =u = (0 +1е“ + хе“ Jdx = du => е“ (x «ах = du 

Entonces: 

du 

[ (х +1) 2. f | du | du 
x (1+ хе”) x (и) (хе” ји (и -1)u 
Como 
1 1 
(u-1u u-1 и 

Entonces: 


На 115 miu In(u 1) - Inu «C 


El resultado es: 


Inxe* — п1 + хе” +С 


хе“ 


In +С 


1 + хе” 
16 
151. Calcular: ја. 
Jt (16-2) 
Solución: 


Sea t= u° > аЁ= 2udu 


Entonces: 


_ 16 » 2udu —— du 
' нг. Мрыя sl 
Como: 


1 1 _Аш+В C D 


5-16 (12 +4)(и+2)(и 2) и +4 и+2 u-2 


1=(Au +В)(и +2)(и -2)+C (u? +4)(u -2)+ D (u? + 4)(u +2) 


APUNTES DE ESTUDIO 


Si u=2 1 = D (8)(4) > рат, 
и=-2 (8)(-4) » C = l, 
1 1 -1 
u=0 1-8(-4 8)4 8 В = 
(--25;C9)*25(8) 5 8 - = 
Coeficiente de и: О= А+ С+ 0 > А= 0 
Зе Непе дие: 
1 
р заў Le ) 042), (782) du 
u? - и +2 ` и-2 
1-4 1 arctan 4 In(u 4 2) In(u-2)+C 
2 2 
iett - 2 агсјап = -C 
u-2 2 
Es decir: 
І и +2 И. 
ада 2 239 
. 1 
152. Calcule f. si se sabe que | ——À — a = +C. 
(2) x^ [x2 21 
Solución: 
Sea: 
X = csc 0 > dx = -csc 0.cot 0.d 0 
x? — 1 = csc2 0 —1 = cot? 0 
Entonces: 


j 1 — | ад 
dx = == 
X 


4 dx? —1 csc^ 0.cot 0 csc? 0 
1 2 
ј--===« = Геп? вав = -[sene(sen 212) 
хх? -1 
3 
[me -[seno(1- cos 20140 = +cos 0 шыш; -C 
x xt -1 _— 3, 


fo) 


De donde: 
3 
cos” 0 
Ко) = cos 0 3 
x 
! = 0050 = 
< 0 
х2-1 
Entonces: 
% 
, x? -1 (х -1) 
(5) Х 3x3 
Con lo cual: 
43.343. 343 


0) 2 24 8 


2 2 
153. Dada: EZ 
Хх“ 


ах ий 0) +С 


Вай a) Calcular 24420 (2a). 


р) Evaluar 81426 (За). 


Solución: 
Sea: 
x? t а? 
x = atan@ 
ах = азес? даб 
|| 0 
а 
Entonces: 


y - [> + а? tan? 0 - азес? 0d0 
а“ tanto 
а sec б.а sec? 040 
[= 4:4 
а tan Ө 


APUNTES DE ESTUDIO 


154, 


| 
1 Зө 
! == | 252. ад 
а? J зеп“ 0 
cos! 0 


1 = => | (seno)* (cos 040) 


3 
po ы 
a -3 


-3 


De donde: 


=- E Cd = -545 


24а? . Gu.) = 24а? 


81а? - Giga) = 8147 


За? 274” 
Encontrar: [т 
(а +bx)(p + ax) 
Solución: 
Escribamos: 
1 _ A В 
(a + bx)(p + ax) a+bx p+qx 
1- A(p * qx) +В (a +bx) 
Si X z 1=А р 24 A 2 
b b bp — aq 
si xe-PZ51-Bla- JP | Be. 2 
q q ад – bp 


3 
- 2 (10%a*) =-104/10 
a 
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155. 
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Entonces: 


| ах Ши | 4 | 
(а + Бх |(р +ах) bp-aq a+bx aq-bp 


ах 1 1 
= | bx) + | : -C 
| ass ss bp – aq цагг aq – bp пра) 

De donde: 

| dx 1 n2 t bx ‚ 

(a-bx)(p*qx) фр-ад p+ qx | 

1 
Int a 
цан (х+а)(х +b) 1 
Solución: 


Descompongámoslo en fracciones parciales: 


1 A B A(x+b)+B(x+ a) 


(x+a)(x+b) хаа Б” (х+а)(х +b) 


De donde: 

1=A(x+b)+B(x+a) 

1 =(4+B)x + (Ab + Ва) 
187 +B -0-Аа-Ва 


1= Ар + Ва >1=Ab + Ва 


Restándolas: 


1=Ab-Aa=A(b-a)>A= = 
b-a 
B=-A= 1 
a-b 
Entonces: 
Ара) а) Ze- b) 
iz dx 
на х+р 
1 1 
І кеу" а) 21 (x+b)+C 


APUNTES DE ESTUDIO 


1 
š p= : 
156. Integrar: / arras х 


Solución: 


1 
ls d 
loses й 


2 2 
a+b a-b 
1 @ 2 El 2 | 
І In +C 
a-b a+b a-b 
2 X+ 
2 2 2 
ЕЕ I Zb c 
a-b x+a 
243 
Si lo escribiéramos así: 
1 
= In(x +b ш(х+а)+С 
а(х) -— n(x +a) 


1 р 
; p n6 * 5) Беу" +а) +0, 


coincidiría con la respuesta del ejercicio anterior. 


-% -y 
2х /3 +4 - СА 
157. Encontrar К si se tiene que | Е dx = К (2x 78 + a) +C. 
x 
Solución: 
2 74 5 HE -2 H -5 
ЈЕ 7 +4) x 76 dx -== Дж 7 +4) É: 22 
и аи 
De donde: 
2 
-2 4 
3 (2x 2 +4) 


; dx 35/3 
158. Si | = Е. +G, encontrar а tal que Е. =-=—. 
Jeqa se C цан а 


Solución: 
ай 
d, 73 -5 73 -5 1⁄4 
Sea 23 = Ax 9^ + 5 х 74 X 
4 4 
De donde: 
=r j ЯС, 
rm zb а 322 us 23-5 2 
3 4 4 4 
Entonces: 


-1 
X Мах 


Sugerencia: 23 = 4x?^ +5). 


-7, 
x Мах 


ах _ 
[тү +543 | хх Aa + 5х74 


| 


| | “Эг 


-5 


== 
244 PEE PRETI Jz? 
De donde: 
2 E 3 25 
| В =-= += Hax% +5] +С 
х3 ја + 53 2 2 
E) 
Entonces: 
T y A 38 
Е 25 да А 45 _ -343. 
ОЕ 2 
34 cs 36.9% 
(4а 4+5] = 3/3 = 9/3 
-3 
4a А 45-9 
3 
да А -4 
3 
a/a] 
De donde: 


APUNTES DE ESTUDIO 


х-1 
ЩЕ а 
159. Integrar: | PET] D. 


Solución: 
Sea 
3 Nor 
XET з Е - 6u -du 
x-1 15-41 (и –1) 
Entonces: 
2 3 
Ree = [и Su > du=-6Í - > ди 
х-1 0-1 (4-1 
Por partes: 
-1 
U=u У = 
3(u? –1) 
+ t 
и? 
dU = du ау = du 
ЇЇ 
De donde: 
х-1 -u 1 du 
3 dx =-6 | | ...(1 
ЇЇ: 3(u* -1) 3J и3—1 (1) 
Como 
1 u 2 
pa 4%), 
3 2 
и”-1 u-l u“+u+1l 
Se tiene que: 
| аи 5 (и-1)-5-5 | ги +1 аи + | 3du 
из-1 3 32 


du 1 1 1( 2 5 
[ne 1) 21п(и2 +u +1) 2 Se ае Z 


|= -ln(u 1) (игил) - З arctan 2*1 үс 
и”-1 6 3 


2 2 
и“ +и +1 2 = 
(u+3) + 2 
2 2 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


160. 
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п (1): 

o E 2 in(u U+ Іту? +u +1) arctan tL 5с 
Vx-1 1 3 3 3 43 
2 

Re y- a 43165 с 225 5-2 
paywa E (4-1) 3 43 
Integrar: Ух lo. 
Yx +1 
Solución: 
Sea х= - dx= 6u' du 
Entonces: 
Е ЈЕ 8 5 
ух -1 [5 (urdu) - [7 ы ах 
х + и + и“ + 
Yx +1 1 1 
8 5 
Dividamos " —-" 
и? +1 
1 0 0 -1. 0 о о о 0] 1 о 1 
-1 0 -1 1 0 - -1 1 1 -1 
0 -1 -1 
- +1 0 1 
0 -1 І 0 
10 1 
O 1 1 0 
-1 OÜ -1 
0 1 -1 0 
-1 0 -1 
0-1 -1 0 
10 1 
0-1 1 
Se llega a que: 
8 5 
20 = уб -u* -u? an" фи иг 
и“ +1 и“ +1 
йаш” шав et io. 94 1 
и? +1 20241 u?^41 


APUNTES DE ESTUDIO 


161. 


162. 


163. 


164. 


165. 


166. 


De donde: 


AL o| u^ -u +u? +u -1 e 
Yx +1 2 1 


и2+1 (з 
Ух 1, би’ би? би“ | би? би? 
Yx +1 7 5 4 3 2 


ly ef, 
T a эш АД АД E 2x + Зўх – 6х зї(Үх 1) кбагсїап х +С 
X + 


Obtener: је“ .cos bu.du. 


6u Зіп(и? +1) + 6arctanu +С 


ед (а cos bu + bsenbu) 


R.: 
а? + p? 
ах : 6 
Integrar === Sugerencia: haga 1 + x= uf. 
3 + ху -41-Х 


R: Зх б + x In х 1|«c 
Integrar: / = (Vx m? (4c) ax 247 
R.: 2 уе (тр) 9х (md) e Gr +C 


Integrar: / - | e 51 ак. 
х-2 
R.: J(x +2)(х –1) -3In[ yx +2 +\х -1]+c 
2x 


№. 
Је еа 


R.: x Ine?" -1)- 1 1 


Integrar: fen x Тэх 


Х + 
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167. 


168. 


169. 


170. 


171. 


172. 


173. 


Integrar: | 


Calcular la integral: | 


R.: ех Efe” 
4 


e 


ах. 

+1)-Zarctane* -Lin(e* +1)+C 
2 2 

XIF +2Х - x 41 


pe + ў 


2 


В.: x4 ЭШ 


1)+5-125 ЕС 


1+х 


G s NT 
Encontrar el valor de k ис si se cumple lo siguiente: 


si | (2х +3)e “dx = БИ +С, calcule F. 


Б.: 9 


Integrar: | ах 


а + Бе” 


Xx 1 
В.: log(a : 
а ар 


Бе”) +C 


3 


2_ 
si |>“ Зх +1 
х +Хх 


К.: 0.1803 


ах Ка + C, halle Fs) 


APUNTES DE ESTUDIO 


174. 


175. 


176. 


177: 


178. 


179. 


180. 


181. 


аи 
$ [= КЕЛЕПН Flu) і C, halle па). 


В.: -0.1059 


Haciendo el cambio de variable и = É = b se obtiene: 
x-a 


dx 


Г; ud Г сар 5) ий?) +C. Halle Бий! 
R.: —2Vab _ 
^ b(b-a) 


2 
Si а (ах = ‚ halle SF... 
i еп += ја F) HE alle 52 (2) 


R.: 1- Іпа 


[f(x-1) -x +3 | 
Si | (x-1) -x+ dx = Куу entonces F, es igual a: 
X 


В. 1-2п 
n 


x x 
Si f =-5хе 3 «15e 3, y fior =F * C, halle Fo. 


R.: 12.180 


y a 
s|—— = К, +C, halle Fy 


x?4x? +4 
в. —У® 
8 
| х” x 1 
Si |” In” хах А fo Іп”? хах, halle el valor de К para т = 1 уп = 8. 
т + 
R.: —4 


. 1 2 
5 [тета == хТе" + dra le" dx halle el valor de К cuando m = n. 


n 


R.: -1 
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182. 


183. 


184. 


185. 


186. 


187. 


188. 


189. 


Integrar: је sentat. 


R.: 2tsent – (1 -2)соз! +С 


147 


Obtener: ao 


2 
lez 


Hallar: [cotx - T је. 
sen? x 


R.: xcot x 


R.: +С 


Determinar: | 


Вк. 
48 + хз} 


R.: а + bx? 
1+ їапх 
Integrar: |—— 
l-tanx 


R.: -In(cosx - ѕепх) + С 


dx y is Вас 
Hallar: | 1 . (Sugerencia: divida ambos términos entre cos? x). 
sen“ x – 55епх cos х 


1, tanx-5 
R.: —In—əP—+ 
5 tanx 


C 


Obtener: | ээ. ах. 


sen? x – бзепх +5 


в. lj,5-senx 4C 
4 1-senx 


dx 


Inte аг: [o 
e x ex 


R.: бх -3Yx «24x 6In [$x ы) -C 


APUNTES DE ESTUDIO 


190. 


191: 


192. 


193. 


194. 


195. 


196. 


197. 


Hallar: | Ух 
х+2 


ах. 


Ax - 2f actan [2 +c 


dx =G. +С, halle el valor de б... 


R.: 0.2773 
1 + 5x? 1 

“Г er] Z f, +G halle ў, 

Si IE dx 2 [= e ах k = О, halle la constante К cuando п = 8. 
х” KT К х" 

В.: 7 

x dx 
Si [2-9 +С, саісшаг Go 
R.: -0.0797 


в. Зла 
16 
Evaluar == 


0 


х3Зе arccos x 


41-х2 


resultado en función de 0. 


+С, determinar Fo, y obtener Р 


dx соп el cambio de variable х = cos 0 e integrar por partes. Dar el 


dg eos? 9 - 3ser? Ө + 6seng  3cos 0] +C 


5 
si | = 
М2х2 -1 


R.: 7/30 


dx тух) + к, hallar May 
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198. 


199. 


200. 


201. 


202. 


203. 


204. 


205. 


206. 


Si farocos 2xdx = do + к, hallar а... 


В.: –0.1712 


sif Mx dx = fp) + К, hallar fi. 
(x +1) 


R.: -0.5004 


. e* 
Si 3% = Mx) + к, hallar n... 


R.: 0.8704 


: Inx 
Si Їнэ = Pix) + k, hallar Py 


В.: 0.8047 


А е?& 
Si | dt = Gt) + C, halle Зай, 


Je?! +1 
R.: -2/2 


X | 
sif uio - Fix) +C, evalúe F: 


R.: 0.3023 


e” 


Halle Е [6 
9 e?* + 2e* +3 


R.: 0.6755 


si | [х ж, - G, +C, encontrar G... 
х+2 (х) (5) 


R.: 4.8524 
Si [va +3x - 9x?dx = Ex) + C, averiguar F. y obtener Р... 


R.: 0.6592 


APUNTES DE ESTUDIO 


posi? x 
207. si | пт dX fix) = k, hallar fp: 


cos” "^X 
R.: 28/45 
. [ 3x=1 
208. Si | NUNT dx = 17) +k, hallar В. 


В.: 4.5192 


209. Encontrar: Ё 
(4 


: x -1 
ЛЕД dx = fiy +C. 


К.: -1.2826 


2(85? — 4abx + За?х?) 
1543 


2 
210. Demostrar que | а NR 
Мах + Б 


мах +b +С. 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


5. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO V 
211. Sea ћу = ax? + bx +c. 


m«h 
a) Sabiendo que | хх = К) + 41 т) + fin hallar k. 
-h 


4 

b) Use el resultado de la parte a) para calcular | (2х? + Зх + Зах. 
2 

Solución: 


a) Se tiene que: 


h h 3 2 тый 
Г f, x= | (ах? + bx + сјах = = I bx + CX 
m-h (x) т-р 3 2 mh 
m+h 
|. (Си E 
E] 3 3] b 2 2 
- (m «Y (п-ве Ца -(m-h | +0[(m+h)-(m-»)] 
m«h a 5 3 b 
254 |. fix = = бтп + 25? | Ў [Ати] + c[2h] 
тай 2 2а Р 
| f ax = гат“ћ + — В? + 2bmh + 2сћ 
m-h ( 3 
„т ^ бат? + ан? + брт +6 
Г. (x) каа] am? + 2ah* + брт + с] . (а) 


Por otro lado: 
Я D tAm) + fen] - 


к|а(т ћу -b(m –ћ)+ c + Чат” + 4bm + Яс + а (т + ћу -b(m - h)s с] 


k [aan + Af) + o] = к бат? + 2ah? + 6bm + 6c | ... (8) 


Comparando (а) соп (8): 


APUNTES DE ESTUDIO 


212. 


КАТ 
33 
Entonces: 


| _ 2,2 
Сото : Ку) 7 2X +3x +1 


De donde: 


4 1 
| (вх =[15 


Efectuar el desarrollo de Lo 


– + 8 –12% + 24х- 16 en potencias de (x – 2) y calcular 


х== 
Solución: 
Escribamos: 
-1 8 -12 24 -16 
2 у -2 12 0 48 
1.6 о 24 (82 
2 у -2 а 16 
-1 4 8 
2 y -2 4 
120 
2 v -2 
Entonces: 


f = + 8х -12х + 24x- 16 


Е 


0-2) 7 


-1(x -2Y + O(x-2)? +12(x -2)? + 40(х-2) + 32 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


Sea:x-2=U> f,=-14 + 121? + 40и + 32 
dx = du 


3 1 1 
| fax = | fu du | [a^ +12u? + 40u + 32 аи 


Con lo cual: 


3 -1 
- l 41201 4 
K = F4 +20 + 32 =55 


213. Encuentre la razón geométrica de Ау D que corresponda а la expresión siguiente: 


3 (Ап? + Вл +С) 
256 | ёо lim 5 | 
1 noo Dn 
Solución: 
5 e 
(An +Bn+C) Aoc од 
Como lim = lim n = 
noo Dn? noo D 
3 
[ 2 xr 27 1 26 
у х“ах 
1 З | 33 3 
Se concluye con que: 
A_26 
р 3 


5 
214. Calcular: | 


x=- 


ye - 4x|dx 


Solución: 


NS Ax вх -Гро +2)(x 2) ax 


El signo de x (x + 2)(х- 2) es: 


APUNTES DE ESTUDIO 


1 + - + 
— а. и 
-2 0 2 
Entonces: 
3 
x(x +2)(x sje х?- 4х x = [-2,0 |9 [2,° ] 

-x? «4x хе | -ю,-2 | 4 [0,2] 

De donde: 


f. je Ах а = f. Es ах | х і [| а Ах јах H | ES 4х) ах 


Pp аја = 7 ра а 


1 


3 - 
215. Calcular la siguiente integral: | xInX dx. 
x-2 Xx «1 


Solución: 


I = кап 277 = penis - 1) ах - лб +1) ах 
x+1 


h la 


h = ет 


X 
u=In(x-1 Voll 
(к-1) 5 
ў Т 
ди = ax dv = xdx 
x -1 


Análogamente: 


2 2 
А ЕЕЕ 
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De donde: 


Finalmente: 


La respuesta es: -4In2+=In3 -1 


Ух 


216. Calcular: — dx. 
х=01+ xx 


Solución: 
Sea x= u° > dx= 2udu 


Si: =0 > =0 
15 1 


X u 
X u 
258 Entonces: 
Ги (ола 
Sos ugu) 
1 и?аи 


ol«u? 


1-2 


_ 2 (1 3u*du 
3 Јо 1+3 


I 


I zu 


І = ina -int) 2 
3 3 


л 


217. Calcular: р sec? x.In(sec х).ах. 
x=0 


Solución: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Por partes: 
и = Іп(зесх) у = tanx 
y Т 
"E sec x tan xdx Эрэ we 
Sec x 
[5 x.In(sec x)dx = іапх.Іп(зесх) — Ге хах 
Гат хах = [е X “Зах =tanx -х+С' 

De donde: 


јег x.In(sec х) ах = tan x.In(sec x) - tanx + x +С 


л 


[“ sec? x.In(secx)ax = па 14 5 0 = 12 4 4 1 
0 


4 
218. Calcular: | 


x= 


„(1+ ух). 


Solución: 


Sea e" =1+4/х > /х=е“-1 > x = (e –1) > ax = 2(e" -1)e"du 


Si: x=4 > е"=3 > u=In3 
x=0 > el=1 > и-0 


Entonces: 


[ [nt + x јак Í гле је" -1)e“du 


и 


In3 In3 
1- 2| ие du – 2| ue"du 
0 0 


De acuerdo con la fórmula: 


259 


De donde: 


La respuesta es: 


|= (9)(2тз-1-0+1)-2(3)(пз-1-0+1) 


| =9In3-6In3 = 3In3 


л 
з Xsenx 
219. Calcular: |? 2 dx. 
x=0 COS” X 
Solución: 
л 1 л 
3 sen Хх 3 
ге [3х . dx = | Зх.зесхлапхах 
o COSX COSX 0 
Por partes: 
260 и=х у = sec x 
y jh 
du = dx dv = sec x.tan xdx 
Entonces: 
л 
5 я 
[= x sec x|” = | 3 sec xdx 
0 
0 
T 2 
л/3 з sec” x + sec x.tan x 
| = x sec х ах 
0 sec x +{апх 
3 7/3 
1 = х sec х[/ - In(sec x + tanx) 
0 0 
De donde: 


1-2(2) 0 - In(2 + /3) «In(1« 0) 
1-22 - (2 8) 


APUNTES DE ESTUDIO 


220. 


221. 


2л 
Calcular: | 3 = MEM 
х=0 1+ sen x + cos x 
Solución: 
Sea z = tan = x=2arctanz = dx = EE. 
2 1+2 
. 2л л 
Si: X= > z =tan— = 43 
3 3 
x=0 > z = їап0° = 0 
Entonces: 
Jz 2dz 
| ах -Г 14-22 
о l+senx + соѕ х 0 27 1-7? 
1+ > + 2 
1-2 1-2 
З dx 2 3 dz УЗ qz 
| 1 + sen x + cos x || 2(2 +1) | 1-1 
43 
| — A — D TERRY = +1) 261 
о 1+5епХ + соѕ х 0 


In2 
Integrar: / = | 1+e% ах. 
х=0 


Solución: 


Sea: 1+e% =u? = 2e%dx = 2udu 
dias иди _ иди 
е и –1 


Si x-In2 > 12 =1+4 > u=45 
x=0 > u=1+1 > u=y2 


Entonces: 


5 аи 5 и?аи 
408854 
42 и? —1 В u?-1 


d E. 
| u-t, ljg 
(2 (и -1 7-1 
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222. 


223. 


1, u-1 d 
l =и+— 1п 
и+1 WA 
La respuesta es: 
E= 1222 
4 
Calcular: | x dx. 
x-2|X +6 
Solución: 


Como2«x«4 > 3<х+1<5/8<х+6<10 


De donde: 


x+1 
х+6 


схі 
х+6 


Entonces: 


х +1 


de 4 = 
Е | х-6 5 х 
2X-46 2 X>+6 


4 
dx | | 5 је x —5In(x + ө); 
2 х+6 2 


4 
| 

x+1 
х+6 


х+6 


| 


La respuesta es: 


4 — 51110 - 2 + 5In8 = 2 + 5In0.8 


Calcular la siguiente integral definida: 
Solución: 


Sea x= ајапд = ах = a sec? 040 


2 
| cas = - | === — al [соого = seno «c 
( гү? 


а? зес39 а? 


а 
а? +X 
Entonces: 
a dx 1 arctanl л/4 7 
———=—sen0 =—sen0 = => 
2 2 2 
агсіап-1 а —л/4 а 


гү? а 


APUNTES DE ESTUDIO 


4 
224. Calcular la siguiente integral definida: | dx š 
х-02-4/Х 

Solución: 

Sea x= 12? > dx= 2udu 

Si: x=4 > и-2 

х-0- 0-0 
Entonces: 
| ж ? 2udu _ (AL a 
о2-4х Jo 2+u о и+2 


225. 


| =2[u - 2tn(u +2) |° 


4 
| 9* —2[2-2In4-0+2In2] 
о2-4Х 


4 
| ФК —2(2-21n2)=4-4In2 
o 2+\/х 


16 
Calcular la siguiente integral definida: | Дах ах. 
х=0 


Solución: 


Sea 1+4Х =u? — x =u?-1> Pad 


2/х 


dx =ди\/хаи = 4и (u? -1)au 


Entonces: 


5 
[а-а] "и (и? -1)du 
0 1 


45 
16 и u? 
1+Yx dx =4 
| ух e 3 | 
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2 


226. Calcular la siguiente integral definida: Г sen x ах. 
0 


х= 


Solución: 


Sea x= u° > dx= 2udu 


2 


MUT =Í 


хэ 0 


л 


(senu)(2udu) = 2| и senudu 
0 


Integrando por partes: 


0 


In5 
227. Calcular la siguiente integral definida: | ex -1dx. 
x=0 


Solución: 
Sea ех -1=u? — e*dx = 2udu NE 
и“ +1 
264 Si хе=ј5— и:=5–1=4— и=2 


х=0 > 12=1-1=0  и=0 


Entonces: 


o u^41 


2+1)-1 
[е Тах IE pu T 
0 


о 4ш +1 


In5 2 
| ех —1ах = 2(и – arctanu)|, = 4 —2arctan2 
0 


228. Resolver la siguiente integral definida: | — 
z 1 — cos x 
Solución: 


л 


Г dx ү dx | 
z¿1— cos x 22 заў > 2 % 


x 
csc? — dx 


л 


7 


М ах -30| дара 
лд 1 – cos x 2 2 


2| usenudu =2(senu - и cosu) 2(0 л (-1) 0-0)-2л 


APUNTES DE ESTUDIO 


La respuesta es: coto 


1 
229. Resolver la siguiente integral definida: | «В ис 
-11+x 


Solución: 


[ Hm = dx = send DI 
11x? 14-х? o1+x? 


pu zn 2xdx | 1 2хах 
по 2Ja1«x? d 


0 


1 Іх 
| | Ly In [1 + x°) - (1+ х2) 
Alex 2 1 v2 0 
1 lx] 1 1 
f ах =-=(In1-In2)+=(In2 -In1)=1In2 
11+x? 2 2 
2 
230. Calcular: 1 = | агс5еп /Зхах. 
х=0 
Solución: 
3dx 
Sea: Ө = агсзеп\/Зх > send = /Зх > cos 0d0 = 
2\/3х 
=£ J3x 605090 = 2 seno совбад = 52120 дө 


Si: x=1/3 > 0O=arcsenl =л/2 


x=0 > 0 = arc зепо = 0 
Entonces: 
/ 2222 3и222 
о 3 3 Jo 
Por partes: 
-1 
u=0 v = — cos 20 
2 
+ t 


du = а0 dv = sec 2040 


1 
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231. 


266 


232. 


раё 1 бсов20 4 1 “вагай гэ, 
3|12 22 " 2 
1 
x 
Evaluar: | ААА dx. 
о (х+ 1? (° +1) 
Solución: 
Por descomposición en fracciones parciales: 
x D NE 
(f(x) (хаар +72 +1 
Entonces: 
[ хах — i 2 dx 
о (x +1) ( (х? +1) 2 (x +1)” ох? +1 


1 


[ XOX = Al с \ 1 arctan x 
о (x +1) (х2 +1) 2\x+1) 2 0 


1-0]- Z. 1 
8 4 


1 
Calcular: | x? arctan хах. 


0 
Solución: 
Sea: 
хз 
и = arctanx у =— 
3 
4 Т 
ди = ох 5 dv = х?ах 
1+х 
Entonces: 


3 3 
[х”.маапхах E arctan x Я| 2 ах 


APUNTES DE ESTUDIO 


1 


1 3 2 
| x? агсіапхах = ч arctan х 1 x 1 ЩЕ i x | 
3 312 2 


0 


1 
| И а 0 1 (o) 
0 3 4 32 2 3 


1 
| iactant = E +2 
0 12 6 6 


De donde: 


1 1 
233. Si | Xf "tj dx =з. halle | f јах si en (1,1) € 1, ocurre un máximo relativo. 
0 


0 
Solución: 
Encontremos: 
267 
h = [ак 
2 up 
u-x vef 
y ju 
du = 2xdx dv = f", dx 
h = х Ра 2 xf a dx 
A 
la 
Calculemos: 
А = ји m ax 
и=х у = fix) 
4 T 
du = dx ау = Ру dx 


234. 
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Entonces: 
T ou. E 1 1 
fx f "uy dx =x f e], - 234], +2 5 јах 
1 
3 = (Ру -0)- (ћу -0)+2 E (1) 
Como (1,1) es máximo relativo de [Л : ha, -lAf "m 0. 
Еп (1): 
3=(0-0)-2(1-0)+2f дах 
Con lo cual: 
1 
E => 


Encontrar el valor de la siguiente integral definida | Inxdx comprendida en el intervalo 
Inx e[0,1), con /? = 1. 
Solución: 


Si r=1>)h = em 


X 
u=Inx у = — 
2 
+ T 
jü- 95 dv = xdx 
x 
Entonces: 
2 2 2 
h nx [Za ко + С. 
2 2 2 4 


Los límites de integración son: Inx =] > x =e 
Inx=0>x=1 


Con lo cual: 


e 2 2 
| xime = e € | о 12097 
і 2 4 4 


APUNTES DE ESTUDIO 


Si: r=-1> l, = penes 


и —Inx У = Их 
y T 
dis E a = E 
x x 
Entonces: 
(пх)? – po! пах 
2 
2 (Inx) 
І ] І І - C. 
| 2 (їпх) 2231» 2 2 
Finalmente: 
e e 
| x lInxdx = 1 (пх) = 0=0.5 
1 2 1 
1 
235. Determinar: | dx : 
o (2* +3) 
Solución: 
Multipliquemos у dividamos рог 27: 
| ах | 2-Хах 
2* +3 1«3(2") 
Si: и=1+3(27) 
_ -x = xy, qu 
du =3(2*)(In2)(-1)ox > 2% dx = um 
Entonces: 
du 
| ах Їнэн -1 [дй -41 ш +C 
2* +3 и 3021) и In8 
1 2 ШИ In8 
| @ = n(1+3(2*)) = 2154 = 25 
02*+3 та о 118 In8 
| 5 x-1 
236. Hallar А, Ву C si: | uu -апвас 
1х" (х+1) 
Solución: 


Se descompone el integrando en fracciones parciales: 
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Entonces: 


5 E 5 5 5 
| Es 1 Як 2| ах | а 2] ах 
1х" (х+1) 1 X Ах 1 X+1 


5 


9. x] 1 
| xp pee 2In(x +1) 


5 рам 
| rum E ] 2In$ 
1 x* (x +1) 1 (5 2 


La respuesta es: 


A=2 

5 4 
2\п2—-— 4829 
3 5 78 


210 1 xd 
237. Evaluar la integral: | и 
“6-6 
Solución: 
Por partes: 
2 
‚ (аге 
и=х у = 
* X 
2 
y Т 
ди = dx ау = ыы 37 
мее" 
Entonces: 


es 


x 
— агс зеп— 
2 


lo Pax 
їз BA д y 


1 


[ој 


APUNTES DE ESTUDIO 


эм! (0-0) УЗ л 
2 3 


3 
238. Evaluar: / = |“ 2 
о Jl- y 


Solución: 
Sea u2=1-y =>  2udu = -ау 


Si: y = 3⁄4 >и? = Y »u= Y 


y=0 »и2-1 »и-1 


Entonces: 


1 1 

! | иди) = (“ьм 
1 u 1 

I = -2bu| = 25 (2; -1)- b 
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26 > 
239. Calcular: | х7“ ах. 
2 


Solución: 


Escribamos: 


2.6 2.6 
| 7% хах = 2| 2 (2xdx) 
2 2J2 


Si: 
E _ x=26>uu=6.76 
и=х > ди = 2xdx < 02 MM 


26 , 1 [6.76 1 6.76 
7 хах => | 79 ди = qu 
2 2J, 2107 |, 
2.6 
7% хах = = - таш 7) 2132 034 
2 n 


1 2 
240. Calcular: [420—272 ш 
0 (x? -x «1)(x-1) 


Solución: 


Factoricemos y simplifiquemos: 


4х? -2x -2 (Ах +2)(х –1) _ Ах+2 


(х2-х-1|(х-1) (x?-x+1)(x-1) х?-х+1 


Entonces: 
je 4x? -2x —2 а 2] 2x -1 ак ap" 2dx 
0 (x? -x +1)(х –1) o x?^-x41 | A] 
=/2 2 
2 
5 4х2-2х-2 x-1 
ips dp a 57 
0 


В 4х2-2х-2 8 ЗР? 
[ehem (a) 


272 La respuesta es: 


4/3 


2103/ +. 
4 9 Я 


b 
241. Determine el valor de b, de manera que | (3x + b)(x - b)ax =8. 
0 


Solución: 


b b 
Зх +b)(x -b)dx = 3x? – 2bx – b? |dx = x? — bx? — b?x 
(3x + b)(x - b) | 
0 0 


Entonces: 


b? - b(b?)- b? (b)-0=8 
-b-8 => b=-2 
v2 - 
242. Halle el valor de 1 - [ 2x^e* dx. 
0 


Solución: 


Escribámoslo así: 


| хэ” ак - jee” (2хах) 


APUNTES DE ESTUDIO 


Integrando por partes: 


Entonces: 


2 2 
'= | ue"du = ue" яа! 


u=x? — du = 2хах 


faceta = а 


[ега = це" –е" + С 


0 


! - (2e? e?) (0 1) =е? +1 


лід 


243. Sea f = 
(п) = ), 


tan” хах 


Demostrar que fin) + Га-2) = 
Solución: 


Escribámoslo así: 


л, 


л/4 
| tan” хах = |“ 
0 0 


p 
0 
De do de: 


№ 


0 


tan"? x.tan? хах = | 


2 


^ tan" хах = | 
0 


tan” xdx + | 
0 


(п> 1). 


1 
n= 


(п> 2). 
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ME x (sec? x= 1).ax 


Л, 
tan”? x. (sec? хах) = | Ў a? xdx 


0 


tan”? хах = [^ 


tan"? x. (sec? хах) 
0 


5 
244. Evaluar: | 
2 


1 
———— dx. 
xNl x? 


274 


245. 


Solución: 
| -| ах 
ху1-х2 
Sea: х 1 ах = = dz 
7 2 
is Z --Í dz 
Ihi yz? +1 
2 
2 Z 
= +22 +1 + С 
Entonces: 
5 1/5 
| 8-4 dz [z ; yz? : 1) 
2 "d 422 -1 1/2 
De donde: 


—In(1/5+/26/25)+In(1/2+/5/4) 


-In1.2198 +In1.618 = 0.2825 


1-/2 
Calcular: | 2-2 _ 
х-225(х-1) х2-2х 


Solución: 


Escribamos: 


ах ах 
lia лжет (х-1 -1 


Sea и? = (x - 1f -1 > гиди - 2(x —1) ах 


Entonces: 


dx du 
ШР ечи 


APUNTES DE ESTUDIO 


Hagamos que: и = tanó > du = sec? ба 0 


De donde: 
2 
| E -f 25 E " 40 = [севвае 
(х-1) ух? - 2x (sec? ө) ын 
] a зепд +C 
(х-1) Nx? - 2x 
Si: 
2 2 
х-144/7-»и (v2) 1=1—и =1 

капе =1— 0 =л/4 

Si: 
x 22.25 > u? =1.252 -1=0.5625>u=0.75 
tan0 = 0.75 > 0 = 0.6435 
De donde: 
1+2 ах a л 
= зеп 0 = sen— - sen 0.6435 
18 (х- 4х2-2х 0.6435 

La respuesta es: 

32 06-0107 

2 

246. С ° 
46. Calcular la integral: dx. 
1.25 УХ —1 


Solución: 


Seax- 1-4? > dx-2udu 


Siix=2 = фа] = usl 


х= 1.25 > 12= 0.25 > u=0.5 


Entonces: 


275 


: A bd 4 2 
dx = 2 (и + Зи“ + Зи +1) ди 
1.25 /x -1 0.5 
1 
2 3 7 5 
| 3 ах = 2 ы al ки? +и 
1.25 Vx -1 7 5 
0.5 
2 3 
| X deus AA 1 , 541 419598 
1.25 ух —1 7 5 896 160 8 2 
втп(2 9х) 
247. Calcular: | ——< 
1 


Ух. 


Solución: 


Sea u = х > x =u? > ах = Зи?аи 


5: x28 > ИЕР 


x=1>u=1 


Entonces: 
276 
зіп(2 dx) 210(2-0) 3 2 
f ШШЕ Я -Í ——— ou аи) =з]. ит(2 +и)ди 
Por partes: 


fun(2+ujau 


и 
=| 2 шэг, 
у =In(u +2) и 2 
y 1 
dv = ш ам = иди 
u+2 
2 2 
[па +ијаи = 5-ти +2) 2] U du 
2 2Ju+2 


2 
fum(2+uJau=Sin(u+2) JE 2+ si IZ 
2 2 и+2 


2 2 
fun(2+ujau => (и s-i a +4 In(u «іе 


‚3 


Lens 
4 2 


2 
| un(2+u)au [2In4 -1«2 -2In4] ma 2+1 203 
1 


APUNTES DE ESTUDIO 


248. 


De donde: 
8 п 2+3/х 2 
| | uIn(2+u)du =3 1 ! 3 пз 25 | Э 03 
1 Yx 1 4 2 4 2 
} % 
Calcular: | ° шах ах. 
Y 1-х 
Solución: 
2 
Sea: ыг и? > 1+х=и2 -ux > x = Ü x 
1-х u? +1 
и [и? +1) - 2u(u? -1 
dx = | | | lus 4u zdu 
(u? +1 и? +1 
Si: x Y > и? ше 3>u=43 
- 0.5 
х= T yaa 
1.5 3 3 
Entonces: 


Calculemos: 
43 и? 
EIE (u? + 1) 
и = tanü > аи = sec? 0d0 


Si: u = V3 > 1апбд = /32 0 - 
43 43 л 


и їапд 0 
3 3 6 


Entonces: 


ад 


|. y? d - [7 tan” дзес? 009 J^ tan? 0 
3/3 (u? Н | 2/6 (sec? аў л/6 sec? 0 


43 2 л/3 alfi 
| й - | sent ado = | = lae 
z/6 z/6 2 
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249. 


278 


250. 


З e 0 1 з (201431 (m 143 
| zdu = зеп 20 
58 (и? +1) 24 в (6 42 12 42 
Finalmente, еп (1): 
% 
. ак = а) == = 1.027198 
у= 12 3 


1 
: Х 
Indicar: | === dx 
о 1 + x^ 


Solución: 


Escribamos: 


1 x і заб 1 m 
Е re s (2+(2)] (2хах) 


La respuesta es: 


аша, Info Л)» п(1 + v2) 


N| m| 


л 


Si FU (ау f "eos x ax =8y f (o) = 7, halle ЇЕ 


Solución: 


Se tiene que: 


Л, л, 


2 ў 7 lH 
Г Гүр совхах + | f (х) “os xdx = 8 


и =!) у = зепх и = cos x v=f (x) 


y Т y T 


du =f" dx dv=cosxdx du--senxdx у =f'" dx 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 


7/2 л/2 л/2 л/2 
2 enx =), f (x) Sen x dx +f (х) 95 Х| + f (х) senxdx = 8 


[Гыз D- (0) | *| (0) ^ @)]=8 


f' y 7 = 82 f'a =15 


Ab? 2 2 
251. Si P | үа“ x dx = Fap)? halle Ёо 


Solución: 


Se tiene que: 


a 
21 Ма“ – x? dx 35 auae dt actas 
а Jo а |2 2 а 


а 


о 


а 2 2 
4b ya? - x*dx SF, = 25 acti а заанд 
a Jo (ab) а 2 2 
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а 2 
2 | [tó =) E E J - 
а Jo ' 


а|2 2 


Si Fla,b) = лаһ > Ева) =л(8)(2) =16л 


b 
252. Calcule | | (48 "a Ef "ta er si f =y 810 = 289) foi) 7 3: (ёр) =4 


а 


Solución: 


Se pide: 


Es decir: 


1 x 
arc cote 
253. Calcular: | х. 
о е 
Solución: 
Por partes: 
и = arccote* v=-e* 
y T 
du = n e*dx ду = өх 
1- (e" Ї е^ 
280 
Entonces: 
arccote* агссоіе” ах 
ex dx ex 1 | | 
+le 
| arccote* arccote* | —e ?*gx 
A А = 
ex ex e“ +1 
x x 
pon 8s — i L infet | 1) «C 
e e 
De donde: 


1 X 
| arc cote di arccote | L Infe? ' 1) arccotl | Lino 
о e e 2 1 2 


dx [ 0.1297 + 0.0635 | - | -0.7854 + 0.3466 | = 0.3726 


x 


Ї arccote* 
o е 


APUNTES DE ESTUDIO 


A P 
254. Evaluar: | ВВ. 


0 X? + 5х +1 


Solución: 


Se tiene que: 


М 2 x6 + 6х“ + x? + 8х2 +х+5 x (к? «5x +1)+х* 8х2 x +5 


М кк DX + 1) : х(х? : 5x «1) + 3х2 45 
Entonces: 


De donde: 


2 2 2 
| 1 Ш ах | xx A TD ах 
o х“ +5х +1 0 х7-5Х-1 


2 


2 4 2 
| 3 Ш ах = X = «In( + 5х +1) 
0 X" -5x +1 4 2 


0 


281 


La respuesta es: 
2^ pl 
427 


+In(8+10+1)-0-0-In1=4+2+In19 = 8.9444 


0 
255. Calcular a si se cumple que | EN ЗЕН : 


a хё+2х+2 З 


Solución: 
Escribamos: 
| 5 ax | м = агсїап(х +1)+С 
х +2х +2 (x +1) +1 
Entonces: 
u dx 4 
| —— arctan(x +1) | = агсїап1 – arctan(a +1) 
ах +2x +2 : 
De donde: 


агсіапі - arctan (a +1) = zÁ 


п T 
гай arctan(a +1) - — 
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256. 


257. 


258. 


259. 


260. 


261. 


262. 


arctan(a +1) = т =-15° 


а +1 = {ап(-15°) = -0.2679 


^" а=-1.2679 


4 
Resolver la siguiente integral definida: | р” +x -6|0х. 
—4 


К.: 109 
3 
2 
| a+2b b 
Determinar: | | + 1 ах. 
a+b Х -а) 


R.: a?b«a y 
24b 


1 


Evaluar: х Іп(х з З)ах. 
0 


R.: У араг а 
4 2 


24, 
Calcular: | х7“ ах. 
2 


R.: 18,333 


: v2 Inx 
Determinar: gm 
1 x 


в. 11142 
8 4 


Encontrar: | АХ 
6 


ах 
Integrar: B en [3,7]. 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


APUNTES DE ESTUDIO 


263. 


264. 


265. 


266. 


267. 


268. 


269. 


270. 


1 
2 
Evaluar: | 


о Jl=y 
R.: (2 - J2)b 


x 


2 
Integrar: | ах. 
0 


lxt 


R.: = п(4 + 47) 


43 
Determinar: | “а. 


1 x 


в. 11043 


"6 6 


л, 


3 
Calcular: | tan? х.зепх.ах. 
o 


R.: Д 
2 
F 
Calcular: | Vr? — x? dx. 
0 
R. ZÊ 
4 


16 
Calcular: | 44 - Vx ax. 
0 


256 


Ri 
15 


2 
е In(Inx) 
Calcular: 
e ХІПХ 


5 ах 
Calcular: | а 
2 


? (x 


RE 
45 


283 


1 


271. Calcular: | x arctan x ах. 
0 


л-2 
4 


К.: 


E 
272. Calcular: | 2 a 
-1 4х2 +8х +5 
К.: а 
8 


F y5 
273. Calcular: | СХ. 
о М2х3+4 


R.: 16 
9 


274. Calcular: / = aser х.зес x.dx. 
0 


R.: 212 -1 


Л, 


284 275. Calcular: [ “зас хааг хах 
0 


R.: 3 
4 


4 2. 
276. Calcular: | жм ж 
3X"-2x^-x-«2 


1 
277. Calcular: п2 | InJ2 — хах. 
0 


R.: ndo! 
2 


9 
278. Calcular: | х1 хах. 
0 


В.: 105.6759 


APUNTES DE ESTUDIO 


279. 


280. 


281. 


282. 


283. 


284. 


285. 


286. 


287. 


30° 
Encontrar: | arctan хах. 
0 


R.: 0.1314 


60* 
Evaluar: | sen? x.dx. 
0 


R.: 0.2083 


a 
si 22 | a? уға = Ку halle F2). 
а Јо ў 


R.: бл 


6 
Calcular: | х\/1 хах. 


0 
В.: 39.7766 


60° 
Encontrar: | arctan хах. 
0 


В.: 0.4764 


30° 
Evaluar: | sen? x.dx. 
0 


В.: 0.01715 


ах. 


Calcula: |” — 
"Јо Ух +1 


R.: 26/3 


2 ¿Š 
dx. 


Calcular: | 5 
ох? +4 


R.: 0.1808 


e 
Calcular; | 2102 хах. 
1 


К.: 260-4 


285 


288. 


289. 


290. 


291: 


286 202. 


293. 


294. 


295. 


е 
Calcular: ! In? хах. 
1 


В. е-2 
1.52 
Calcular: | dx. 
ох+1 
R.: 0.193 


л 
Calcular: | * 4x sec? хах 4 Іпа. 
0 


R.: л 


a ex 
si | dx = |п3, halle el valor de a. 


о 1+е* 


В.: 1.61 


Si [ех з Зе *dx =-e™F y) +C: 
а) Сасше E 

2 
b) Evalüe | К) пах. 

1 


Б.: а) 7 
Ь) 3.204 


2 
ах. 


2 х 
Calcular: 
ох+1 


R.: 1.098 


л 
Calcular: | 8x sec? хах +1п16. 
0 


R.: 2л 


а x 
; e 
si | 7 dx =1n4, halle el valor de a. 
о 1+е 


APUNTES DE ESTUDIO 


296. 


297. 


298. 


299. 


300. 


301. 


302. 


303. 


304. 


1 


Calcular: | 
0 


В.: 0.655 


Evaluar: | 
0 


R.: 20/3. 


Evaluar: Г 


R.: 3.6392 


Evaluar: | 
2 


X + arctan x 


1+ 


reni 


-1.9 


x? 


242 xà 


INX y 


x (2x +5)" ах. 


В.: -0.5656 


4 
Hallar | 
2 


R.: 0.1088 


Calcular: | 
° ( 


R.: 0.1913 


2 
Calcular: | 


1 
В.: 0.28 


3 
Calcular: | 


2 
В.: 3.7047 


Calcular: | 


R.: 0.2307 


x 


x^ 


3 


о (x +2 


1 In(x +1) 
х+1) 


3/2 


+2 


+1 
2 


х?°-х°^+х-1 


1 In(x +2) 


y? х 


ах. 


х . x 1 
. (Sugerencia: ё = 7). 
1+е* 5 t 


dx. (Sugerencia: u = 1 + х?е*). 


ах. 


287 


288 


305. 


306. 


307. 


308. 


309. 


310. 


311. 


312, 


313. 


9 1 
Evaluar: | — — 
2 хм] + x? 


R.: 0.3153 


47 
Calcular: | 

0 4х2-1 
В.: 5.3807 


1 
Hallar: | (arctan x ) х?ах. 
0 


R.: 0.2107 


1/2 
arc sen x 
Evaluar: | — dx 


о f- 2\3/2 
В.: 0.1585 | d 


8 2_ 
Determinar: | Сажа 


В.: 0.94795 


Determinar: | аа“ 
6 X^ —7x* +12х 


R.: 4.2443 


3 
ах. 


46 
Calcular: 

о Jx?41 
R.: 4.1944 


2 
Encontrar: | x? arctan хах. 
1 


R.: 2.3433 
212 

Evaluar: | e ох. 
чт 


R.: 0.4388 


5 x(x -3)(x +4) 


8 лу? _ 
4х бх +14 y 


dx. Sugerencia: haga х = 4, 
1 


APUNTES DE ESTUDIO 


314. 


315. 


316. 


317. 


318. 


319. 


320. 


Determinar: | 


В.: 3.9151 


4 
Evaluar: | 
2 


R.: 0.2337 


Determinar: | 


В.: 2.5850 


1 
xN1l x? 


7 2x? 3x 47 
5 x(x -3)(x - 4) 


dx. 


dx. Sugerencia: haga x 25, 
2 


7 4х? — 6x +14 
6 x? — 7x? +12х 


ах. 


Si f" es continua, | КЕ +f (х) |senxax =2 y К) =1, hallar 


Rus 1 


0 


г” 1 8 
si NX 1+2) Sa a » O, halle el valor de a. 
0 x 


R.: 1 


Calcular: | 


R.: 0.03815 


5 


lx -агсіапх 


ax. 


o 1l«x? 


dx 


Calcular: | 
^ (x-2) 
R.: 0.24925 


Je -4х +1 


Ко) 


289 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


6. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO VI 


321. 


290 


322. 


Calcular: | —9——. 


— eX +е* 
Solución: 
du 

Sea e* =u x = пи ах = n 
Si 

X — с и — œ 

X >-0 u>0 
Entonces: 

du 
dx UP d 
| — -| и = | > — = arctanu + С 
ex +e u+u u“ + 

De donde: 


+ dx + qu . du А b 
= 2; = lim > = lim arctanu|, 
о e* +e o 1+1 65240 u“ +1 бог 
"e dx . л л 
| — = lim (arctanb – агсјапо) =—-0=-— 
— eX +e Бә 2 2 


+оо 


Dada la integral impropia | , determinar para qué valores de m converge. 


x=2 x In" x 


Solución: 


Se tiene que: 


® ах 2009 ах RC d 
= lim =_= lim Е 
х-2ХЇЙЛХ Вод? xIn" x  b>wJ2 (Inx) 
Ста? 
+ ах . (Inx) 

= lim ———+>Ü — 

x-2x|n"x | bo» –т+1 
2 


m-l 
= lim | -0"- debe existir, se concluye con quem-1>0>m>l. 
b> (Inby"* Бэ! Inb 


APUNTES DE ESTUDIO 


323. Evaluar la siguiente integral: E : 
І -| e * зеп Зхах 


Solución: 0 
Por partes: 
l= је“ sen 3xdx 
и =sen3x v=-e* 
y Т 
du = 3cos Зхах ду =e “ах 
Entonces: 
| =-e* sen3x + 3 је“ cos Зх (ах) 
б м; 
u=cos Зх v=-e* 
+ 
du=-3 sen Зхах ду =е“Х ах 
De donde: 
| = ех sen3x - Зе * cos Зх - 3(3) е" sen 3xdx 
Ї 
10/ = —e * sen3x - Зе 7 cos Зх +10С 
I- -e * sen3x Зе *cos3x | C 
Con lo cual: 10 10 
° 1 Зх 3 cos3x] 
| eX зеп Зхах = lim а аа 
0 Бэ] 10 e* 10 ex 0 
| e™* sen3xdx = —_ lim E * эш 2 3 
Tenemos que: “9 Otos, 5 1 
. вепЗЬ Ya que | el numerador está 
¿im =0 comprendido entre -1 y 1 pero el 
е denominador tiende a х. 
.. 3cos3b 
lim илийн 0 
b>% e 


Con lo cual: 


[ өг sen3xax = [0+0 0 зіь =08 
10 10 
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324. Calcular la integral impropia 


+0 Е 
e Vx dx 


x=0 


Solución: 


Sea u=e Y > Ух =Inu yx = In? u ГЕЦ 
и 


$1: 
X — 0 и 0 
x>0 и-1 
Entonces: 
+00 Jr 0 du 0 
| e” “ах | u (nu) - 2 Inudu 
0 1 и 1 
+00 Je b b 
| е “ах -210| Inudu = 2 lim [ulnu -u | 
0 b>0 J1 b>0 1 
+оо 
292 | e ax = 2 lim[bInb-b-0+1]=2 lim bInb +2 
0 b>0 b>0 
Calculemos con la regla de L'Hopital: 
1 
lim bInb = lim лэ. lim © = lim ( b)=0 
b>0 bso 1  »b50-l b>0 
b p? 
De donde: 
| e Как =2(0)+2=2 
0 
ne dx 


325; Calcular: | EFE, 
— X“ + 2Х +2 


Solución: 


Se pide: 


а ах 1 ах = ах 
oe rts 
— X“ + 2Х +2 — X^ +2Хх +2 Jo x^ 42x +2 


APUNTES DE ESTUDIO 


d dx | 0 ах 
2 = lim 5 
— X^ + 2Х +2 ao-9Ja X° + 2x + 2 


"E oi dx 
lim 2 
бо Јо x^ -2x +2 


2 ах : 0 ах . р? ах 
| > = im f 2 27 im f ЕЕ 
-—X +2х+2 аа (x +1) +1? bordo (хз1) +1 


2 ах : Ор а b 
= = Jim arctan(x + 1), + lim arctan(x + ip 
=-= = lim (arctan1 - arctan(a + 1) + Jim (arctan(b +1)- arctan1) 


EG 


2 
326. Halle el valor de la siguiente integral impropia | (х + 1)In(x - 1)dx. 
1 


Solución: 
Se tiene que: 
2 2 
1)! —1)ах = li 1)! -1)4 
| (x +1)In(x ) х imf (x+ )In(x ) ах 
Integremos: 
[ne - o 
2 
и -In(x -1) v=% +x 
{ Т 
ах 
ди = dv = (x +1)dx 
х-1 
Entonces: 
28 
1) mu Cal Mares 
[enne )dx CH n(x ) m x 


293 


De donde: 


[c«m ar im (os 2 Jn 1) 5 = 


1 


g—0 


[cene 201 1 3) E Е | 


Calculemos: 
1+ 2 
lim | =) +1+= Ine lim 4 е Liim ш 
50| 2 гэб 2 29 (22 аде) 
1 (22 + 42) 
l lg Hes us Tu - lg Е 
294. 2 579 („2 + 4e) 2579 (e? „ де) (22 + 4) 2сэ0 2644 
4 
las Е um є(є +4) 9) б 
2 #99 (22 + 4e) 2:50 2=Е+4 214 
Entonces: 


[eno Зах -0-4 ita 
1 ü 4 2 4 


то +00 
327. Si К> О, determine el valor de | ke “ах -| Lar. 
0 p out 
Solución: 
Se tiene que: 
© b b 
| ke dx = lim | ke бах = — lim е“ 
0 be Jo boo 0 


[кеа =- jim [e ° е”) lim - 1=-(0-1)=1 
0 


Вэю b>% e 


APUNTES DE ESTUDIO 


b>» — 


=p? 


. kx 
lim 


Además: 
Е: рт гах = lim А У кшк = 
1 Х рэю 1 
° k С" ЗВ | 1 
| x шаа gx ! ima 
De donde: 


+1 - (1) =0 


328. Obtener: Г л 
— X? + Фах + Б? 


Solución: 


Tenemos que: 


ЈЕ (0-1)=1 


Г ах | ах 
— X? + 2ах + b? — X? + 2ax + Б? 


[ dx 
| o х2 + 2ах + Б? 


© ах g dx 
2 z= lim 2 2 
-æ Х + ах + b сэ-еўс x^ + 2ах +b 


g dx 
+ lim 7 
йэ» Јо x? + ах +b 


Ы ах | 9 dx 
5 = = lim 
— X“ + 2ах + b С-»-004с 


(х + aY «(uet га? | 


0 


: [ dx 
+ lim 


ша (х + а)“ + (Ve? га? | 


а 


Г EX = lim : arctan xta + lim = arctan 2 
e X? + 2ax + b? co» Jb? а? lb? — а? 7 4-5 = lb? а? 


lim 


0 


агсїап 


[ dx Е 1 
— X? + 2ах + b? Jp? Са? 


а 
агсіап 
in| |b? Са? 


c+a 
Vb? — a? И 


Jim atan 


т a 


arctan 3 


Г ах 
— X? + 2ax + b? 


wx 


295 


® ах 
329. Calcular la integral impropia | 5 : 
о x +a 
Solución: 
Se pide: 
. f° dx . р? ах | X 
lim | 2 E lim | >= lim arctan 
рэе Јо x“ +a 2*0 x? + (Ya) b>» Ja Ма 
Entonces: 


|= dx ЕК Е arctan — arctan0 ы | -ој- 8 
о х2+а үа бә Ма ма | 2 2./а 


1 


330. Obtener: | хІп(1- х)ах. 
0 


Solución: 
Encontremos: 
296 [xn хах 
2 
x 
u=In(1-x у =— 
1-х) : 
ў Т 
-1 
ди = ах dv = хах 
1-х 
Entonces: 
2 2 
[na x)dx _ In(1 x). X ах 
2 2141-х 


2 2 
Como | 2 & = | БЕН] 22-24 In(1- x) + 2C, 
1-x l-x 2 


se tendrá que: 


Pana х ) dx En 9. а x -In(1 1С 


APUNTES DE ESTUDIO 


De donde: 
1-6 
1 1-6 2 2 
| хт(1-х)ах = т | хт(1-х)ах = lim 2-1 ш(1-х) сава 
0 =—0* Јо =—>0* 2 2 4 2 " 
1 “саўе -ey 2 
| хн х)ах = lim E 5 32 des. ЕРИ ЈЕ 
0 гб" 2 2 4 2 
1 2 
[хп х) = lim [ put № 1 j 
0 г—0" 2 4 2 
1 2 
| хт(1-х)ах = lim Ë ya (a) 
0 го" 2 
Calculemos con la regla де L'Hopital: 
2 1 
im E lim EA бан Ze 
є=э0* ший. 2 22) 2 £50 – (=? 22) (22 - 2) 
2 2 
«rc M 6 -28| Го аъдо Де -1 0-0+0 297 
lim Ine lim lim . 0 
г—0" 2.0" 26? — 22 2 :>0+ 26-2 2 0—2 


Reemplazando еп (o): 


331. Calcular: | xe ах. 


0 
Solución: 
Se tiene que: 
је ax -ifje (2хах) = 2 Бы (-2хах ) = 1 е +С 
2 2 2 
Entonces: 
b 


са . b E NIME 11-18 
[ xe ax = lim | ac = lime” 
0 Бэ Jo рә 


298 


© 


332. Calcular: | e зептхах (а > 0). 


0 


Solución: 
Sea: 
и=е у = ——cos mx 
+ 1 
ди = –ае “ах ау = sen mxdx 
Entonces: 


—ах 


- -e af. 
| = fe ах sen mxdx COS ТХ fe 9Х cos mxdx 
m m 


Por otro lado: 


| e % cos тхах 


..(1) 


u 1 
u=e у = —sen mx 
m 
+ t 
du = —ae ах dv = cos mxdx 
De donde: 
- 1 - af. 
fe ах cos mxdx = — e ” senmx + — | е ** sen mxdx (2) 
m m 
Con lo cual, de (2) en (1): 
EN —ах 1 
|- сози S [rem sen mx uu 
a? аах 
111+ —5 cos ТХ 5 е senmx 
m m 
i -m° | те? cos mx + ae” sen mx 
a? + т? т? 
Entonces: 
¡e "EL | -т? | me 2 cos mx + ae” senmx 
е“ senmxdx = lim | e ѕептхах = lim й 1 1 
0 b Jo Вэеа т т 


b 


0 a? + т? b=% 


а —1 
| е зептхах = —— lim | т е0 cos mb + ае #° senmb — те? cos 0 + ae? sen 0| 


m cos mb + a sen mb 
J т-0 


ыы =1 
| e ** sen тхах 5 z9 lim 
0 а“ +m“ [boo 


е 
e ѕептхах = 0-т |= 
| ее. 
333, Calcular; | arctanx у, 
о 1+x 
Solución: 
Se tiene que: 
arctan x dx (arctan x y 
— ax = f Cercan ( z) +C 
1+х 1+х 2 
Entonces: 
b аі” 
© arctan x 
[ ара дуг ит | т dx "E ) 
о 1+x bado 1+x b>% 2 


| КРАЉ 21 lim |(arctanb - (arctan0) | 
о 1+x 2ђ—> 


со 2 2 
| Ш dx 1 (я 0 л 
о 1+x 2112 8 


334. Calcular: f — — 
1 sus? 1 
Solución: 


Efectuemos el cambio de variable $ = sec 0 => ds = sec 0 tan ба 0. 


Entonces: 


sec 0 tan 0d 0 


Lg S sec O tan 0 


= [аө= Ө = агс зес $ +С 


= lim | arc sec2 – arc sec (1 + 5)| 


2 
| ан 5/52 == e>0* mf —— 54/52 = г— 0" 


299 


2 dx 
335. Calcular: | мэ 

0 (1+х) Ух 
Solución: 


Sea x =t? > dx = 2tdt 


Entonces: 


Г dx -| pm -2| de = 2arctant + С =2arctan/x +С 
t 


1+x) Vx 1+t2) (1 ++?) 
De donde: 
= ах . b ах | b 
= lim | 22 lim arctan/x 
| Ух (1+ x) =>0* Js Ух (1+ x) =>0+ г 
bw boo 
ш ах . л 
—== = lim arctan Vb — arctan £ =2—-0|=z 
300 |, Ух (1+x) s | 2 | 
336. Sea Гага) = | х"е “ах (п 2 0). Demuestre que Газ) = па). 
Solución: 


Integremos [ree por partes: 


Entonces: 


оо b b 
| x"e “ах = т | x" e хах = lim | —x"e* +n [16 ax 
0 Бэх Јо Вс 


00 . =p? 07 
| x" e “ах = lim += |4 
0 bool eh е0 


oo b^ 
Пд-Х ==. Ta ага 
f xe dx = Шин 0 nfi) 


0 


APUNTES DE ESTUDIO 


Calculemos con la regla de L'Hopital: 


n n-1 2 п-2 _ = 
lim 25 = lim P = lim шан ЕЈ 1 Be zy 
Бэх e Бэх e b e bw e 
De donde: 


2 2 Пд-Х 2101 = 
(0-1, хе dx =-0+0+ mf) = nf 


337. Calcular: |. ах 


>. 
е x(Inx) 
Solución: 
ах 
Sea Inx = и 2 — = du. 
x 
Si: xo o entonces и — o 
х =0 entonces u=1 
Con lo cual: 


a, pu 301 


3 
338. Calcular: [ - ду 


2 Yy-2' 
Solución: 
Se tiene que: 
ay Ha 0-27 
= -2) 7Зау = +C 
Ё у-2 (у ) 4 24 
Entonces: 


3 


3 
т | dy -2 lim (y - 2y5 
2+= 


3 dy 
[ Зу-2 E. Зу-2 2.50 
[22-3 т [Y -4=]-3 


23у-2 2:50 2 


2+= 


1-0)-2 


339. Calcular: | 2 
0 


302 


340. 


341. Si Ga) -f 


æ 3vr 
dr. 


Jr 


Solución: 


Hagamos que r= и" - dr= 2udu. 


Entonces: 
з 3“ 
dr | 2udu) = 2 [3 "au 
dr [З (uou) 
-vr -2|3" E 
Р dr =-2| 3 (du) = | R 2 +С 
vr In3 (13) ЗУ? 
De donde: 
b 
= 3-77 MEER | 28 
| — а = lim dr = lim 
o Jr e>0 Је Jr £0* (In3)3 
b>% b>0w £ 


аз“ 2 ч] 22 1) 2 

| — а = — lim | — —|0-=|=— 

ЭР 3 eso | 3 302 | In3l 1) 103 
Б-»со 


0 2 
Calcular: | x.5* ax. 


-00 


Solución: 
Escribamos: 
2 
=x 
[5.57 ЗЕ 2х).ах 1.5 +C 
2 2 115 
De donde: 


0 
0 0 
| x.5 dx = lim | x.5 ах = т|-21-1-, 
“ао а— Ја а—-> 2115 БХ 
а 


0 
| x5 dx=- іт | 1 - шара) 
ET 2115 а>-=\ 50 а 2115 2115 


© T — y | а dx, calcular Goy Gay б». 


APUNTES DE ESTUDIO 


a) Calculemos Go): 


G | : к = [| e а е. 
(0) о (1+1)(1+x?) o 2(1«x*) бог 2 Јо 1+х° 


b 
ша lim (arctanb -arctan0)=2 Lost 
2 2 4 


Gio = lim OE 
( ) b>w 2 bw 


0 


Ь) Por fracciones parciales, calculemos Ga): 


со b == 
бо = | : к-т [ |; СИН е: zer 
0 (1+х) (1+?) Бог Јо|2 lex 2 х2-1 


G т сэвэг 
() 2ьәәЈо|1+х 2 х2+1 x2+1 


b 


1. і Ра 
ву = ¿im In(Le x) - zn(x +1) + arctanx 


0 
b 
G a lex + arctan x 
0) 2 b>% lx? +1 " 
303 
b 
1 гаа 
Gn, == lim И + arctan x 
0) 255 1 
pi 
x? а 
1 юэ 1 
Gay == lim | In b + arctan b — In 0 
1+— 
b 


с) Calculemos G: 


5 1 a 1 
Ча E [ (1+ х2)(1 п)“ | | (+ eY е 


Hagamos: х = tan0 > ах = sec? 000 


© Л, 2 л, T, 
фе! 1 a-f” sec? 010 а” do - f” cos ono 


0 (Le?) 0 (1 + tan? o] o ѕес20 Jo 


2 


Gi; Е 1 sen20 
@ Jo 2 2 4 


0 


1(л 1 
бо) о) д (зепт зеп О) 
342. Encontrar para cuáles valores de р converge la integral m, Averiguar el valor de la 
integral cuando sea convergente. 1 x 
Solución: 


304 Se tiene que: 


® ах йы 1 
|| = lim 1 
1 xP  1-pbo>w| pe 


La integral será convergente cuando p > 1 y su valor será 1 J [o 1] 1 
=p 


p-1 


Si p< 1, la integral será divergente. 


[£- lim (Inb -0) no es finito. 
1 X 


рә 


Por lo tanto, es divergente para р < 1. 


APUNTES DE ESTUDIO 


: 32 . г2 ess dx ; 
343. Determinar si la integral impropia | ————— converge о diverge. 

ех +e 

Solución: 

Escribamos: 
1 et 

ех +ех е“+1 
Entonces: 


344. 


ах аи 
! = - | > = агсјапи + С = arctane* +С 
e+e и +1 
De donde: 
Г ах -f dx “Г dx 
-— e +e” У»е’+е*” дое +е* 
| 305 
= dx | 9 ах | шиг 
A oru et m. fx c 
— e° +e b>—o Jb e^ +e Бэе Jo e° +e 
т ах А 0 b ; b' 0 
——— = lim (arctane — arctane )+ lim (arctane – агсїапе ) 
ех +e™ boo bio 
ш ах : л : ' z 
| = lim агсіапе? |+ lim | агсіапе? - Z 
ве“ qe bool 4 b'>0 4 
Con lo cual: 


Г ах л л л л 
О |+ 

ех +e *^ 4 2 4 2 

La integral dada converge al valor 2. 


13sen? х + 4с052 х 


о Јх(1–х) 


Analizar si dx converge. 
Solución: 


Se tiene que para todo x € R (por ende, para O < x < 1) se cumple que: 


3ser? x + Acos? x к 7 
4x (1- x) 4X (1-x) 


1 3ser? x + 4 cos? х 


Segün el criterio de comparación directa, | 
E 1-x) 
—— ——— |o sea. 
Lx х e -х) 
1 1 
Analicemos | А. reescribiéndolo como 7 1 x dx. 
о Jx (1-х) ох {1-х 


Hagamos un cambio de variable: 


0 < 


—— F será convergente 


siempre y cuando 


| 1 1 1«£ 12 
1 > => 1 > 2 > z 
X x Ї x t t Ё +1 
2 = 
306 qa? ы» | 1 2 > ах = 2 > dt 
Ё +1 Ё +1 (2+1) 


Si x= 0, entonces t= Oy si x= 1, entonces t > oo, 


De donde: 


1 л 2 
| 1 fx Е o 2 а 
ох \1-х ° t (2-1) 
11 га га 
E ax гла] =14 tim | 
х\1-х 1+2 bos) 141? 
0 0 
18: m 27 -14 ¿im arctant 
ох 
Сото | и es convergente, la integral impropia [38400 л, será 
о [х (1-х) | 0 4х(1-х) 


convergente. 


b 
=14 lim (arctanb — 0) = м -7л 
0 рә 2 


APUNTES DE ESTUDIO 


345. 


346. 


347. 


348. 


349. 


350. 


Analizar la convergencia de la siguiente integral impropia: 


со 3 
х? +2 
| 1 ах 
1:Х7-1 
Solución: 

: х3+2 хз 1 ; "T ; 1 
Consideremos ког вы У £7 m ambas funciones positivas y continuas en [ „of. 
Calculemos: 

Р х? +2 1+ 2 
6 3 
| . . Ж +2x : 3 
L= lim} = lim 421 = lim - = lim Х_=1 
x g x>0 Хо» x° +1 Хо» 
(х) == L+ = 
x x 


"l k [° 12 | m 
Сото 0 « L « оо, —0Х y | = ax son integrales convergentes porque | — ах 
1х 1 х7+1 і X 


es convergente. 


+00 


Calcular la siguiente integral impropia | хе “ах. 
x=0 


R.: 1 307 


CX Е 
х2-1 2х +1 


Si se sabe que la integral | | је es convergente, encontrar el valor де у 
2 


el de la integral. 


==, encuentre a. 


Si [ dx 245 


2x Е К 
х2-1 x41 


+00 
¿Para qué valor de k, la integral impropia Г | је converge a сего? 


R.: 2 


2 
Halle el valor de la siguiente integral impropia: J x In(x —1) ах. 
1 


В.: -5/4 


+00 


+00 
351. Si k» 0, determine el valor de | Ке dx -f 
0 1 


R.: 2 


+00 2 
352. ¿Para qué valor de К la integral impropia | > ае 
о \х?+1 x«l 


је converge а сего? 


В.: 3 


353. Si la integral impropia | ае “dx es convergente, ¿cómo debe ser а? 
0 


R.:a»0 


lla fd 
354. Si Eln) -| СР) ах, а > 0, hallar iei Sugerencia: hacer la sustitución и = 1 


0 ах 5 ах 
R.: л/а 
308 355. Encontrar: | xPe dx (р > 0). 
0 
р! 
` 2p+1 
3 
356. Calcular. | Eu 309 
о (x –туз 
R.: 3+ 33/2 
5 
357. Calcular: | СЯ . 
1Х-2 
R.: Diverge 
358. Calcular: Е 
3x 3 
Бан 
2 


0 
359. Calcular. 0e°d0. 


R.: -1 


APUNTES DE ESTUDIO 


360. 


361. 


362. 


363. 


364. 


365. 


366. 


367. 


1 0+1 
Encontrar el valor de | -ү-------40. 
о J6? +20 
В.: УЗ 
-2 
Calcular: | 20х А 
саа Й 
R.: In3 


Encontrar: f dx +Í xe ах. 
0 хе —oo 


R.: 2 


In2 


| гі а га 1 : 
Determinar si la integral x 26/%dx es convergente o divergente. 
0 


R.: Divergente 


¿Cuál de las dos integrales es divergente? 


a. | b. | Іп хах 
0 Је“ 1 


1 ах 0 ах 
¿Son di t — | 2 
¿Son divergentes j. ey ous 


R.: SÍ 


1(1 

¿Es convergente la integral | CI сс 
0 

R.: Мо 


0 
¿Converge o diverge | 29, 
-22x «1 


R.: Diverge 


309 


310 


368. 


369. 


370. 


21 вх 
Dada | е ах pruebe que la integral converge. Compárela con y = е“. 
Х 


--о0 


2 
| ; e -1 2 1 
Estudiar la convergencia de | NE — ax, comparándola con f, , = = para valores grandes 
2 4x5 +16 ох 
de х. 
R.: Diverge 


21 = 
¿Es | a с una integral impropia? Calcularla. 


APUNTES DE ESTUDIO 


7. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO VII 


371. Calcular el área limitada por la parábola (x – 2)? = у- 1, la tangente a la parábola en el 
punto de abscisa igual a 3 y el eje de ordenadas. 


Solución: 
La ordenada del punto de tangencia (3, y) es у, = (3 – 2)? + 1 = 2. 


La pendiente de la recta L tangente a la parábola es: 


түз 2 =Y la, 2) 7 2(x 2), 2(3-2)=2 


Сото (3,2) es un punto de la recta tangente у = 2x + b a la parábola, entonces: 2 = 2(3) + 
b b=-4 L:y=2x-4. 


El gráfico es: 


311 


Y 


El área sombreada es: 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


372. Calcular el área encerrada por las curvas: y = Inx, y = In?x. 


Solución: 
. y y =Inx 
Hallemos los puntos de intersección de las curvas: in 
y =I“ x 
Inx = 0 x; = 1, Inl=0 
Inx «I^x = Inx(1-Inx) «0 : Y 
Inx =1 X. =e, уә =1пе =1 


El gráfico es: 


312 


El área encerrada por las curvas está dada por: 
XB e 

А-| хийх ox = | [Inx In? x Јах. 
XA 1 


Hallemos / = $ (ix - In? x јах : 


2 


In x -Inx | 


[ 

|(пх 1/2} e 
(пх - 1/2) У ак +уа [ак 
( 


юэ 
| 
=] 
E. 


Inx — 1/2} dx + х/д (1) 


Calculemos por partes: 


ү 1\1 
h = [nx - угуак: и (ти – 2] ых 2х ra 


APUNTES DE ESTUDIO 


2 1 1 
=|Inx-= du = ~d. 
А = (пи) -2 | (mx - ја d 2 У ыб x ў 
2 2 
dv=dx = у-х 
2 
l = x Inx 1l -2|x nx 1l - fax 
2 2 
1} 1 
102 i 2x[Inx 5) +2к+с (2) 


De (2) еп (1): 


ү 1 х 
1 Xx |Inx +2x|Inx 2x+=+C 
2 2 4 


І хех Inx + | 2Inx+1+2 |e 
4 4 
I x|! x 3lnx -3]«c 
Entonces: 
e 
A | x (Ir? х 3Inx 4 3) 313 
1 


А = |-е ге 3Ine +3) | ЕХ 3In1+3)| 
A=|-e(1-3+3)]+[0-0+3] 
А=3-е u 


373. La región limitada por la curva: Ду = 8х- X y el eje de abscisas es dividida en dos partes 
iguales por una recta que pasa por el origen de coordenadas. Hallar la ecuación de dicha 
recta. 


Solución: 


Los puntos de intersección de la parábola con el eje x son: 


=8x =x? хі =0, =0 
OREK 8x-x°=0 x(8-x)=0 ! Y 
y=0 Х;=8, уљ=0 
A? 
La abscisa del vértice de la parábola es h ¿pt ЗАВ у la ordenada: к = 89) E =4. 


Sea у = mx la ecuación de la recta que pasa por el origen de coordenadas y que divide а 
la región limitada por la parábola y el eje х en dos regiones de igual área: 


Debemos hallar las coordenadas del punto de intersección | (х,у) de la recta con la 


parábola: 
=2 x x? X X20 y,=0 
у= цас > В-і =mx > x=0 v 2-—=m > 
— x, - 4(2- m), y; = 4т (2 - т) 


Por lo tanto, la abscisa de / es х = 4(2 – m) 


314 El área de la región sombreada es: 


A р m) 2 12 
А- 8-18 (2- y 
A =3(2-m) 


El área de la región limitada por la parábola y el eje x es: 


8 2 3 3 _ 
4-| Е. sa. Ë gq 128 192-128 64 è 
0 4 12 3 3 3 


APUNTES DE ESTUDIO 


Se debe cumplir que А |= 2^ entonces: 


8 з 32 
сн 
(2- т)? = 4 
2- т = 34 

т=2- YA 


La ecuación de la recta es y = (2 - #4) х. 
374. Calcular el área comprendida entre las curvas у = e", у = пху las rectas: х= -1; x= 2; у= О. 
Solución: 


El gráfico correspondiente es: 


315 


El área pedida está dada por: 


А=А+А 


А= | == + | [e -Inx Јах 


A=e==+e? =2т2+2=е+0=1 


Ф | 


Pe u? 
e 


375. Calcular el área encerrada por las curvas: у = cosx e y = -1 + senx entre x= О y x= 2m. 


Solución: 


316 


El área pedida es: 


А=А+Љ 
А = [es - (-1+ senx) |dx + Г [i + senx - (cos x) Јах + NC - (-1+ ѕепх) | бх 


л/2 л 


А = [зепх + х +cos x |° +[-х – cos x - зепх | А +[senx + х +cosx]” 


z/ 
А = | зеп + 2 + cos T - [senO + 0 + cos 0 | +| -л - cos z – sen z | - —2_—со5——5еп— +... 
2 2 2 2 2 2 


+ [sen2z + 2л + соѕ27 | - [senz + z + cos z | 


A- 14540 -(0+0+1 „|-л +1 -l-4 0-11+(0+25+1)-[0+5-1 


А=4+л Ш 


APUNTES DE ESTUDIO 


376. Calcular el área de la figura limitada por las curvas: y = Inx e у= хпх. 


Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: y- Ax 


y-xlinx 
0 
iix 1 Inx 20, x«-e' =], у=0 
=xInx => Inx=0 v =X 1 1 1 1-1 
Х 4х x? ‚ X=+—, X ‚ у;=— 
4 2 2 2-2 
El gráfico es: 


El área sombreada es: 


Calculemos: 
du 
2 2 
= ши? 1 В. = -C Цаст: 
4х 4 x 2 8 
Además: 
1 
u-Inx 2 ди=—ах 2| 2 2 
J= [xmi = й => des ЈЕ) [ж-^ аа +С 
х? 2 


dv=xdx => у= 
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377. 


De manera que el área pedida es: 


1 
mx хІх x? 
A | | 
0,5 


8 2 4 


48 12111 З Ёа Ed 


+ 
8 2 4 8 2 4 
2 
А-1040431 In“ 0,5 0,5, 1 
4 8 8 16 
2 
A= 10,5 [170,5 | 3 u2 
8 8 16 


Calcular el área limitada por las curvas: 
y =In(x +2) 
y =2Inx 


y por el eje de las abscisas. 


Solución: 


| з =In(x+2 
Hallemos los puntos de intersección de las curvas: p ( ) 


y=2Inx 
In(x+2)=2Inx = In(x +2) =Inx? > x^-x-220 > (x -2)(x +1) =0 
> x=2 


El único punto de intersección es (2, Іпа). 


El gráfico es: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Calculemos el área sombreada integrando a lo largo del eje y: 


y =In(x+2) = х+2=е* x=e?-2 
X 
y =2Inx Y пх х=е? 


El área está dada рог: 
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А=2е"? -4+2т4-2+1 


A=2(2)-4+2In4-2+1 
A=2In4-1 u° 


378. Calcular el área encerrada en el primer cuadrante por las rectas: 


y =2x 
2у-х 
y la parábola: x? =3- y 
Solución: 
| m I y =2x 
Hallemos los puntos de intersección de cada recta con la parábola: -— 
у-3-х 
=-3, у =-6 
3- x? =2х X2+2x-3=0 = (х+3)(х-1)=0 > | Y 
Хо =], у;=2 
yu 
2 
y=3-x? 
МР жыл 
Ba => 60 > (2х-3(х42)-0 > 00 7274 


Xo=-2 Yo=-1 


El gráfico respectivo es: 


El área sombreada está dada por: 


0 XA 
1 15 
A Е Ë x? х а 
012 1 
Es decir: 
320 1 15 
aq [з 1 хз 2d 
4 Š 3 4 i 
3 2 
3,2 3} 1/3 1/3 lass lu 
ў БЭ 32) 8] 30-30-307 
A 3.3 9 2 3+1,1 
4 2 8 16 3 4 
A= ай 
48 


Encontrar el área de la región limitada por las curvas: 


379. 
y = х — 6х? +8x 


у= х? -4x 
Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 
| =x? — 6х? + 8х 


у=х? — 4х 


ХЗ — бх? +8х=х? Дх, x? - 7x? «12x =0, x(x? -7x +12) =0, х(х-3)(х-4)=0 


APUNTES DE ESTUDIO 


х,=0, y,=0 
Xo=3 У;=-3 
X324, уз=0 


El gráfico es: 


ly=x?—6x? +8x 
x 
El área encerrada por las curvas es: 
А=А +4, 
ХАГ з 2 2 ХВГ 2 3 2 
А-| [x —6x* + 8х -|x^ – 4х Jas Í Ë – 4x – |х? – 6x^ +8x Гах 
| (e -ах јак» Pp n | 32 


3 
A 27 2247 E 6x? 
4 3 0 4 3 3 
1 7 1 
A -81-63+54 |+ цагын 96 Лин 54 
A=}.81+2.64 18-160 
2 3 
ja u? 

6 


380. Encontrar el área encerrada por las curvas: 


Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: | 2 
Х 


(у?) = -ву = y*+8y=0 > y(y?+8)=0 


El gráfico correspondiente es: 


El área sombreada es: 
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24 3 8 
деј EN IE 
24 3 
a--8,16 

3 3 
де це 
3 


381. Calcular el área encerrada por las curvas: 


xy =1 
ху =4 
Х-Ху-1 


у рог [а гесїа: у = х. 


APUNTES DE ESTUDIO 


Solución: 


Las ecuaciones de las curvas que limitan la región son: 


1 
уз-- 
x 
4 
у=— 
Х 
Х-1 
y y=1 
Х Х 
у=х 


El gráfico respectivo es: 


El área sombreada es: 


А=А+А 


uo 
A n) + Д5 12 
A=[2-In2] É o] «[5Inx - x P 


A=2-In2 ELE 5]-[5In2- 2] 


A =-5-61п2+ 515 


5 
Р LE и? 
26 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


382. Calcular el área encerrada por las curvas у = е; у= е“ y la recta x= 1. 


Solución: 


-e* 


; iz y 
Hallemos los puntos de intersección de las curvas: | " 


у зе” 


> x=0, y =8e%=1 


El punto de intersección de la recta x= 1 con la curva y = е es (1, e) 
El punto de intersección de la recta x= 1 con la curva у= e* es (1, e?) 


Grafiquemos las curvas: 
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El área sombreada es: 


APUNTES DE ESTUDIO 


383. Calcular el área encerrada por la parábola: у? = x+ 1 y la recta: x- y- 1 = 0 


Solución: 
y?=x+1 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: | 
y=x-1 


(x 1) x+1>x*-2x+1=x+1 


x?-3x=0 > x(x-3)=0 
юэ > ур=-1 


X, =3 > у;=2 


Grafiquemos: 
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El área sombreada está dada por: 


A= [n ( х +1) ах ЕЕЕ 
а-| [Ja | [jas 


A= [ees | [ме x +1 ах 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


: 1 
384. Calcular el área encerrada рог las curvas: у = X°, у = гай 


Solución: 
yex* 
Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 1 з 
у == 
3 
1 
х2 = — xŠ 3х? 
3 


Grafiquemos las curvas: 
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0 
А= E 87-25 81 
3 12 
-2 
4 


APUNTES DE ESTUDIO 


Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: x“ +1 


que por la simetría de la figura con relación al eje y, equivale a: 


ji 
8-2 2 -E јак 
o[x^«1 2 


1 


A=2|arctanx ээ. 
6 o 
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386. Calcular el área encerrada por las curvas: 
y =Inx 


y =In?x 


Solución: 


. » = nx 
Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 4 2 
y =1п x 
Ki = 1, =Ü 
шх = хо = I 2x-Inx=0 = шх (шх-1)=0 = 1 Y 
Ху=е, y2-1 


Grafiquemos las ecuaciones: 


y 
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Calculemos el área de la región limitada por las curvas: 


Хв 
А- | | пх – пе х | ах 


e 
A -| [Inx “пе x [ах 


Evaluemos: 


1 
2 
fin? хах = и = іп x ди = 2Inx .— ах 


dv=dx = у-х 


[v хах = x Ir? x -2| пак (1) 


u=Inx > du “ай 
finxax = x 
dv=dx => v=x 


finxax = x Inx -fax 


[nx -xinx-x (2) 


APUNTES DE ESTUDIO 


De (2) en (1): 


|" хах = хіп? х - 2хІпх +2х 


De manera que: 


e 
A=|xInx -x- xir x + 2xInx - 2x | 
1 


А -|3xInx xin? x 3x | 
А-|38-8-381-1-3| 
A=3-e ш 


387. Calcular el área encerrada por las rectas y/o curvas siguientes: 


e 
1 


а) у = 2 + 32 +2; у= № + 6х - 25 
Б) у= ж; у= 2х+ 1; у=х + 2 
Solución: 


=x? +3x? +2 


a) Hallemos los puntos de intersección de las curvas: u 
y = х? +6х? —25 329 


х=-3 y,-(-3) +3(-3) +2=2 
X23, у;=3%+3.3: 42-56 


x3 «3x2 422 x3 46x? -25 > 3x? 227 > x? 49 | 


Grafiquemos: 


у = х‘ Ч 6х? - 25 


El área solicitada es: 


А= ES + 27х | 
А=[-3° +27.3]-|-(-3)' +27-(-3)| 
А=54 +54 
А=108 и? 
= х2 
р) НаПетоѕ los puntos de intersección de las curvas: | самай 


x=2 y =2+2=4 


X2=x+2 = x*-x-220 2 (х-2)(х+1)=0 > | 
х»=-1, у»=-1+2=1 


El gráfico correspondiente es: 
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Si añadimos el gráfico де y = 2x + 1 y sombreamos la región limitada por las dos rectas y 
la curva, obtenemos: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Para calcular el área sombreada A, comprendida entre х = x, 


1 ух-х, 


1, dividamos 


la región de integración en dos partes: 


> 


> 


A 


А = 


Г 
ХА 


[x +2= (х2) | Ч 


2 
x 
Е 
-1 XB 
2 3 14 11 2 2 
Хв 2Xg XB (-1) 2(-1) (-1) | 1 Е Хв 
2 3 2 3 2 2 
3 
5 xj 1 1 1 
= XB + X +2 +1 
BUM Ug 3 2 
3 
аа 2 


Como B es el punto de intersección de la parábola y = x° con la recta y = 2х+ 1: 


х?=2х+1 > Х?-2х-1=0 > (х-1/-2-0 x-1=+/2 
Entonces Хр =1- 4/2, ХЕ -1442.5| reemplazamos: 
3 
5 
Ау= х2 + xg - 8 3 
въ Хв +2 
3 
2 (1-42) 5 2 
А (1 42) 41 42) 3 Pon 
3 
1-42 
А,=1+2–2/2 «1-2 | 22 
3 
17 4g 299 а 
А 342 и 
3 vz 3 
El área sombreada A, comprendida entre x = xc =1 y X = Хр 


1- (x4 2)]ах 1 (х2) |а 


А = E [2x H 


А = NE - 1] dx 4U 


2 


XE 
| Ё + 
Xp 


[2x 41-32 | х 


х-15472 


14 47, es igual а: 
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А, 2 2 Ё 1 (-42| + (1+2) e gas а 


(-42) 10 
3 3 


А, Z+1+2+2/2+1+ 2 


3 
А == +3/2 Dn) id 


De manera que el área sombreada total es: 


AJA +5 
m n Beso) KFS шэг 
3 3 
ar 02) (+ 2) | 
332 M 2 2 
A£ За 42) -(1 ФВ (1942) 
А; - 221448 | (1 2) 
Е 
DI и? 
6 


388. Encontrar el área encerrada por las rectas y curvas siguientes: 
а) у= ж; у = x; x+ y= 2 
b) y= |х-2| yr X20; х= 1; х= 3 
Solución: 
а) у= х, ë= x, X+ y= 2 


Los puntos de intersección de las curvas у = x°, у = x son: 


EE > хб-х=0 > x(x*-1)=0 27 е, y =0 


APUNTES DE ESTUDIO 


Los puntos de intersección de у= Ў y у = 2 – x son: 


X42-2, уз=2 (-2)= 4 


ЕЕЕ а 
sb ya =2-1=1 


Los puntos de intersección de у = xy y= 2 — x y son: 


(2-x) =x = 8-3(2) x «3(2)x* -хЗ=х => х3 6х2 +13х-8=0 > 
(х-1)(х? –5х +8)=0 = x5=1 ys-2-1-1 


El gráfico correspondiente es: 
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La región limitada por las curvas y la recta es: 


334 


El área de dicha región es: 


b) y= Ix - 2]; y + ж№= 0; х= 1; х= 3 


-(х-2), х-2<0 


(x-2), х-2>0' еѕ аесіг: 


Por definición: У = |х -2 Ч 


у=-х+2, x«2 
у=х-2, х>2 


Grafiquemos las curvas y la región limitada por ellas: 


El área sombreada es: 


APUNTES DE ESTUDIO 


389. 


3 


A= NE 32-96 а Ч, |х-2-96 ё 
[eee pz] 


m 
| 


Г 2 39 Ги 3: 
д | | Евре 
2 3 2 3 
| 1 2 
Г 2 3 2 3 2 3 2 3 
2 2 1 1 3 3 2 2 
A= Ў ü) +2(1) Ш + (3) 2(8)+ (2) 220): 
2 3 2 3 2 3 2 3 
A= 24448 - si gpl * 3649 - aod 
| Э 2 3 2 3 
4-14 ПБ 
3 6 2 
442240 
3 
Calcular el área encerrada por la curva: 
a) х= а:соѕ0, у = b: sen 
b) x= 2cos0 – cos20 - 1, у = 2зепд – sen20 
Solución: 
a) 
x2 
х=а:с050 > х? =а?.соѕ20 > ^ = 050 
a? x? у? 2 2 
> —T+*%=c0s 0 + sen“ 0 
2 2 22 22222323 / 
E $42 2 У мл a^ b 1 
y-b:senü = у = Б .ѕеп 0 = забі 0 


La ecuación corresponde a una elipse con centro en el origen del sistema de coordenadas 
y semiejes a y b. El gráfico siguiente corresponde al caso en que а> b > 0: 


AS 
EPA 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


El área encerrada por la curva es cuatro veces el área de la región encerrada por la curva 
en el primer cuadrante: 


a 
A=4 LN E — x? dx 


Si usamos la fórmula de integración inmediata: 
2 


[ve и? ди = > Маг и? 4 5 arcsen +C 
a 


Tenemos que: 


2 a 
A= 2.5 Е. 
a| 2 2 a 
o 
2 2 
Д=й» 2 EE NC im А И M ЈЕ 02 +2 arcsen D 
al 2 2 a а |2 2 а 


bla я 
а-4 8-5 40) 
2 


А= лар u 


336 b) De las ecuaciones paramétricas х = 2с050 – соѕ20 – 1, у = 25епд – sen20 se deduce que: 
Х = 2056 – (cos? 9 — sen? 9) - (sen? Ө + cos? 0) = x = 2с050 -2cos? 0 > x = 20050 (1 – cos 0) 
y = 25еп0 – 2зепд сод = у = 25еп0(1- соѕ0) 
Si elevamos al cuadrado у sumamos: 


x? + y? = 4со$° 0(1- cos 9) +4 зеп? 0 (1 – cos ey 
¿LA 


2 
7) 


De donde: 
р? = 4(1- cos oy (cos? Ө + ser? ө) 
р” = 4(1- cos oy 
о = +2(1 – со50) 
о = 2(1–со50) 


La gráfica de esta última ecuación es una cardioide, la gráfica de la otra ecuación 
(con el signo negativo) es el reflejo en el eje y de la primera gráfica. Si hacemos una 
tabulación obtenemos: 


APUNTES DE ESTUDIO 


л л л 3л 
9 0 6 4 2 л > гл 
Уз 42 
р 0 21-8 2117 2 4 2 0 


Sea р = p(0) la ecuación de una curva en forma polar, si 2(0) es una función continua en 
el intervalo [0,, 0,], entonces el área del sector limitado por la curva y los radio vectores 
extremos está dada por: 337 


17% > 
А -5| р'(в)ае 
2 Ја 
Entonces, en el caso considerado, tenemos que: 


гл 
А -2| 4(1 – cos) ад 
2 Јо 


27 
A 2| (1 2cos 0 + cos? Ө)а0 
0 


№ 1+cos20 | 
2 
27 
А-2| (1- 2e50 15 9829 Jag 
0 


гл 3 1 
А-2| — —2cos 0 + —cos20 [ад 
о (2 2 


2л 


А= 2 3, 2зепд + 1 сеп2ө 
2 4 0 


A=2|2(2z)- 2sen(2z) + 2 sen(a2)) 2300) 2зеп0 + ын 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


A= 2|3л| 
А = бл u° 
390. Calcular el área encerrada por la curva: у= cos2x y el eje de abscisas, comprendida entre 


х=л/4 ух=л. 


Solución: 


AIN 


El área sombreada es: 
А=А +4 


338 3л/4 л 
A= 0 – cos2x]d | 2x la 
Р |0-сов2х Јах + МА х јах 


EE E 
A + 
2 7/4 2 3л/4 
хагд sen 7 За = 
А 2-2 2 | sen2z 2 
2 2 2 2 

A- Le: + oic 

2 2 2 
Дэг u? 

2 


391. Hallar el área encerrada entre la parábola: у = -X + 4x — 3 y las tangentes a esta en los 
puntos: (0,-3) y (3,0). 


Solución: 
La ecuación de la recta tangente а la parábola en el punto (х, у.) está dada por: 


У - Уо 5177 х - Хо) 


APUNTES DE ESTUDIO 


Como у' = –2х + 4, la ecuación de la tangente a la parábola en el punto A(O, – 3) es: 
y - (-3) = (-2(0) +4)-(х-0) = п: y =4x-3 


Y la ecuación de la tangente а la parábola en el punto С (3, 0) es: 


y 0-1-2(3) +4). (х 3) = 6: у=-2х+6 


Las rectas tangentes se cortan en el punto В: 


4х - З= -2х +6 6x =9 > X : > Уі 23) 6-3 JES 


Grafiquemos la parábola, las rectas tangentes y la región limitada por la curva y las rectas: 


B 
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El área sombreada es: 


Хс 


А- [ахз (o + 4x3) Jox + | 


Хв 


|-2х +6 (-х2 + Ах 3) ах 


3 


A= [греје + Ë | = зу ах 
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392. 


Calcular el área encerrada рог las curvas: 


y=4x-xX 
у= 4% —? 


Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 


4x - x? = 4х2 - x9. => x? 5х2 +4х =0 хх 5x +4) 0 = х(х-1(х-4)=0 
x,=0, y =4(0)-(0)'=0 
Ху-1) у =4(1)-(1) -3 
ж=4, уз=4(4)-(4) -0 


Podemos hallar el área de la región comprendida entre las curvas dadas que corresponden 
a funciones polinómicas, sin tener que dibujarlas. 


Como las curvas se cortan ünicamente en puntos de abscisas O, 1 y 4, entonces las 
regiones a la izquierda de O y a la derecha de 4 son abiertas y, en consecuencia, la región 
"comprendida entre las curvas" debe ser solamente una parte de la zona 0 « x « 4. 


Hallemos la diferencia d = y, – y,, donde y, = 4x – X y y, = 4% – x°, es decir: 
d = (Ах x?) (4x? хз) 
d = x? - 5x? +4х 
а =х(х? -5х+4) 
d 2 x(x –1)(х - 4) 


El signo que tenga d servirá para conocer las posiciones relativas de las curvas: si d > O, 
entonces y, > y, (la curva y, = 4х- X está por encima de la curva у, = 4х – X y si, por el 
contrario, d < 0, entonces у, < y, (la curva у, = 4x — ж está por debajo de la curva у, = 
4% — x). 


Deducimos entonces que en la región 0 < x < 1: d (+)(-)(-) > 0, es decir y, > y, 
mientras que en la región 1 < x < 4: d = (+)(+)(-) < 0, entonces y, < y,. 


De lo anterior podemos estar seguros de que el área de la región comprendida entre las 
curvas está dada por: 


APUNTES DE ESTUDIO 


3 1 
A 1 E [0] + 64 329 32 2 2 
4 3 3 4 3 
A 1 2-2 бб! 223: 
4 3 3 4 3 
ASE 
6 
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393. Calcular el área comprendida entre las curvas: 


у =x 
г 16(2х-1ў 
ВС 


Solución: 


Las gráficas de las curvas son simétricas con respecto al eje x porque al sustituir y por —y 
en cualquiera de las ecuaciones resultan las mismas ecuaciones. La primera ecuación y? 
= x corresponde a una parábola con vértice en (О, О), cuyo eje de simetría es el eje ху que 
se abre hacia la derecha (x > 0). 
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m 3 m гийг 
En el caso de la segunda ecuación у? = (2x - 1) ‚ зи gráfica se limita a la zona en que 


2 
27 


ze = їр >0esdecirenx > > Considerando la simetría de la curva analicemos únicamente 
3 1 
y эз (р, -1)2; se tiene que у' = ~ 30, - 1)2 - 2, la derivada es igual a O únicamente 
343 3/3 2 


en x -2 (la tangente a la curva es horizontal en x = E es positiva en todo el dominio de 


la función considerada, entonces la curva correspondiente debe ser creciente y su gráfica 
es de la forma: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 
2 3 
х=— (2х -1 
57 (2х -1) 


27x =2(8х3 -12x? +6х -1) 
16x? - 24x? -15x-2=0 


Factoricemos el polinomio del primer miembro: 


16 -24 -15 2 
-4 -4 7 2 
16 -28 -8| 0 
2 32 8 ` 
6 4 0 


APUNTES DE ESTUDIO 


La ecuación anterior se puede escribir en la forma: 


С 231 -2)(16x +4)=0 


(Ах +1) (x -2)(4x +1) = 


1 Бас 
Como xsolo puede tomar valores no menores que 2 el ünico valor aceptable es х= 2, al que 


le corresponde y = £42; así, tenemos los puntos (2 — v2) y (2, v2) en los que se cortan 


las curvas. 
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Hallemos el área A de la región sombreada: 


2 3 5 

1, 4 3 

— A= А-В 

2 4 У2 Б 
22/2 , 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


394. Hallar el área de la figura limitada por la curva y = x (х- 1)(х- 2) y el eje OX. 
Solución: 
La curva corta al eje xen los puntos de abscisas O, 1 y 2 únicamente. 


La región encerrada рог la curva y el eje x debe ser solo una parte de la región O < x « 2, 
porque los extremos (х < 0 o х > 2) corresponden a regiones abiertas. 


Analicemos la región de interés: si O < x< 1, ocurre que y = (+)(-)(-) > 0, es decir la curva 
está por encima del eje x. Si 1 < x< 2 tenemos que у = (+)(+)(-) < 0; en este caso la curva 


está por debajo del eje x. 


En consecuencia, el área de la región encerrada por la curva y el eje x es: 
1 2 
A -[ [у јах -f [у јах 
0 1 
1 2 
А -f [у јах -[ [у Јах 
2 


1 
А- | Es -3x? +2х |dx = Es - 3x? + 2x ах 


344 4 1 4 2 
А-(2--х3.х2| _|2 A 
4 4 


El resultado obtenido se puede comprobar al graficar la curva y = X — 3X? + 2x: 


yox -3x 42x 


APUNTES DE ESTUDIO 


395. 


Hallar el área comprendida entre las curvas: 


Solución: 


El gráfico de y? = xes una parábola con vértice (0, 0), con el eje х como eje de simetría y 
que se abre hacia la derecha (x > 0). 


El gráfico de y? = х? es simétrico con respecto al eje х y solo existe representación en xš > 0, 
3 1 


; : р га z 3 
es decir en x > О. Si consideramos solo la rama positiva de la curva: y = х2, y'==x2, 


2 


vemos que la derivada es 0 (tangente horizontal) solo en x = 0 y que es positiva (función 
creciente) para todo x > 0. Entonces el gráfico de у? = xš es de la forma: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas. 


x=x > x3_ x= 0 x (x? -1)=0 > х(х-1)(х+1)=0 > Є а 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


Si A es el área de la región limitada por las curvas: 


27713 
0 
14.2.2 -[o] 
2 [3 5 
daz 
2" 15 
AUR. да 
15 


396. Hallar el área encerrada por la parábola: у = ж y las rectas у= 2х- 1, у= x + 2. 
Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de у= жу у = 2х - 1: 


346 х?=2х-1 = х?-2х+1=0 > (x-1)=0 ксі y =2(1)-1=1 


Los puntos de intersección de у= Хе y 2 x+ 2: 
x?=x+2 > x*-x-220 > (х-2)(х+1)=0 > 


Los puntos de intersección de у= 2х- 1 y y= x+ 2: 


2x-1=x+2 Х,-3, ул=3+2=5 


Grafiquemos: 


APUNTES DE ESTUDIO 


El área de la región sombreada es: 
XB Хс 
А- 2 _ (2x - 1) |dx 4 | - 2 - (2x - 1) [а 
| E (2x ) ах 28 (2х ) [ах 


| 3 
4-|| x -2x + јак + | [-х +3]0x 
1 


A т 1f ах ТЭ зја 


397. Calcular el área limitada рог las curvas: 
у=4- Ип(х + 1) 347 
уз п(х + 1) 
x=0 


Solución: 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas у = 4 — Іп(х + 1) y у = In(x+ 1): 


4 —In(x+1)=In(x+1)>In(x+1)=2>x+1=e*>x =e*-1, y =4-2=2 


El gráfico de y = In(x+ 1) corresponde al de una función creciente (la base del logaritmo 
es e » 1) en todo su dominio (x > -1); además, la curva es cóncava hacia abajo y tiene la 
asíntota vertical: x 2 -1. 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


398. 


El gráfico de y= 4 – |п(х + 1) se construye a partir del anterior, primero se dibuja el reflejo 
de la curva y = In(x+ 1) en el eje xy luego se desplaza la curva obtenida 4 unidades hacia 
arriba. El gráfico de x= О es el eje y: 


4 


и 


y=4-In(x+1) 


El área de la región sombreada es: 
A= Г [4 In(x +1) -in(x +1)]ах 
ХА 


А= [гаа +1) ах 


A=[4x -2(x +1)In(x+1)+2x], 7 


А = [6х —2(х +1)In(x +1)] ` 


A- |e(e? -1) -2(0? -1+1)in(e? -1+1)|-[0] 


A =6(=? -1)- 2e? Ine? 


A = e(e? -1) - 4e* 
А=[2е? - 6 | 
Calcular el área encerrada por las parábolas: 


y=% 
y=8- x% 


у la recta: 4x- y+ 12 = 0 


Solucion: 


Hallemos los puntos de intersección de las parábolas: 


2 
rar sra аус 
Ху-2, yo=(2)=4 


APUNTES DE ESTUDIO 


Los puntos de intersección de у = ж con у-4Х- 12: 
x3=6, уз=4(6)+12=36 


x?=4x+12 > x?-4x-12=0 > (х-6)(х+2)=0 2 
X4=-2, уд =4(-2)+12=4 


Los puntos de intersección de y = 8 - ж con у = 4x + 12: 


хр=-2, ys =4(-2)+12=4 


8-х2-4х+12 > х2+4х+4=0 > (x+2) 0 


Grafiquemos: 


349 


El área de la región sombreada es: 


A ME x? (2x зака | хээ (2x 1) |ах 


Хв 


A- [Ir x* -2x + ак ч [baja 


A Га 1) 2 dx (р 3] ах 


AS 


«Вене 


1, 

3 

И: : 
6 
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399. 


Hallar el área comprendida entre las curvas: 


ye = 2; х+у=4; х= 1; х= 2 


Solución: 
Grafiquemos la curva y = 2 El gráfico es simétrico con respecto al eje y porque al sustituir 
x? 
x por —x no hay cambio en la ecuación. Además у’ = == la derivada no está definida еп 
x 


X = О pero este valor no pertenece al dominio de la función y más bien corresponde a una 
asíntota vertical, si la derivada es negativa; es decir, la función es decreciente y si x < O, la 
derivada es positiva y en consecuencia la función es creciente. Su gráfico es de la forma: 


yl 


Hallemos los puntos de intersección de ух = y y2 4 – x 


(4-х) x< = 2 
№-42+2= 0 


Ocurre que esta ecuación no tiene soluciones racionales. 


En este caso, conviene incorporar las rectas al gráfico anterior, y obtenemos: 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces, el área de la región sombreada es: 
Хв 
А-| = (2) 
ХА Х 
2 
A-[ | -х les 
1 Х 


2 2 2 
ЕА 
2 


A=8-2+1 4+2 2 


400. Calcular el área encerrada por las curvas: 
у=М-х- Vx 
у=+ух 351 


Solución: 


El gráfico de y = J1- x – x se limitaa 1 — x> 0 y x> 0, es decir а О < x< 1. Hagamos 
una tabulación para tener una idea de la forma de la curva: 


x | уа Д-х- x 
0,0 1,00 
0,1 0,63 
0,2 0,45 
0,3 0,29 
0,4 0,14 
0,5 0,00 
0,6 -0,14 
0,7 -0,29 
0,8 -0,45 
0,9 -0,63 
1,0 -1,00 
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Y tenemos que la gráfica es: 


Hallemos la intersección de у = ПЛ х —./х con y = Jx: 


Л-х- Jx = үх J1-x =2/х 1-Х-4х X1 


Hallemos la intersección де y = J1- x — МХ con y- —/х: 
Мх -4x = үх 41-х-0 = x=1l у= 4/1 =-1 


Grafiquemos: 


El área de la región sombreada es: 


А (е (^ p xx) Jar 


Хв 


о 


APUNTES DE ESTUDIO 


ы = 


д. 445, 16/5 
75 75 
д 4/5 u? 
15 


401. Responder lo presentado a continuación: 


2 
a) Lacircunferencia x° + y? = 8 está dividida por la parábola y = 57 Hallar la menor área 
encerrada por ambas curvas. 


b) Hallar el área encerrada por las curvas: 


Ке) =X? - 3х? +2х 


8(х) =-х3 + 4х? — 3x 
у las rectas x= 0; x= 2. 


Solución: 


Р 353 


a) Hallemos los puntos de intersección de x? + y? = 8 con у = F 


E А i _ у =-4, XER 
гуфу =8 = у’+2у-8=0 = (у+4)(у-2)=0 > La Xo 3 =+2 


El gráfico correspondiente es: 


< 


El área de la región sombreada es: 


* 
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b) 


2 

и а и 

Usemos: југ и? ди > Va и? +— агсзеп +С 
а 


с 2 
А=2 28 x? + Aarcsen id E | 


| 2/2 6), 
| 2 2 
А=2|^\8—2° + Aarcsen—— – —— | - 2[0 
2 242 3 E 


= уЗ зуд | 2 
fx) = x” — 3x“ + 2x, Elx) X? +4Х-— ЗХ, х=0, x=2 
Hallemos los puntos де intersección de las curvas 


ћу = x3 — 3x° + 2x, E(x) = хЗ+4х? – Зх: 


х -3x? «2x = Xx? + Ax? –3х, 2х%-7х°+5х =0, х(2х°2 -7x +5) 0, х(2х-5)(х-1)=0 


3 2 
5 5 5 
=> »-(2) 30) +2 


Como la región de integración debe ser О < x< 2 y las curvas se cortan en x= 0, x= 1 
5 А А : : 

y x= 2 para construir las integrales que permitan calcular el área encerrada рог las 

curvas bastará con determinar las posiciones relativas de las curvas únicamente en las 

regiones О < x< 1 y 1 < x < 2, para lo cual debemos determinar el signo que tiene d 

= f, — &, en dichas regiones: 


d 22x32 -7x? +5х 


d -2«( -1[х-8) 


APUNTES DE ESTUDIO 


Vemos que si O < x < 1, d = (+)(-)(-) > 0, por lo tanto la curva у = f,, está por encima de 
la curva y = g,,,. Entonces, en este caso el área encerrada por las curvas está dada рог: 


A -[[% E 


De otro lado, si 1 « x « 2, tenemos que d = (+)(+)(-) < 0 y la curva y = f,, está por debajo 
de la curva y = gy en consecuencia, el área encerrada por las curvas es: 


^b - [6 -foje 


El área total encerrada por las curvas es: 


Hs Џо -8 |х + |; СЕЛЕ 


д= | [e 7x? 4 5x |ах INES 7х? 4 5x |ах 


А + 


PR 1 — 
x^ 7х3 P х“ d 


2 3 2 2 3 2 
L о L 1 
ast. (01-(8 36 22-25 
|2 3 2 3 2 3 2 
A=2u* 355 


Si hubiésemos graficado las curvas, habríamos obtenido: 


3 2 
уз-х +4Х -Зх 


= 
y= 23-32 +2х 


402. Hallar el área encerrada por el eje de ordenadas y las parábolas х = 9y- 81, ж = 4y - 16, 
№ = у- 1. 


Solución: 


Las ecuaciones dadas: 


2 

y= +9 = (у-9)-1(х-0) = v(o9) 
2 

y-i-«4 = (у-4)- (8-0 = (04) 


у=х2+1 2 (y-1=(x-0? > v(01) 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


Corresponden a parábolas cuyos vértices están en el eje y, todas se abren hacia arriba. 


Los puntos de intersección de ж = 9y - 81, ж = 4y- 16, son: 


9y-81-4y-16 => 5y=65 > y-13 = х2-4(13)-16-36 > 


Los puntos de intersección de ж = 9y - 81, Ў = y - 1, son: 


9y -81=y-1 8y =80 y =10 x? =10-1=9 


Los puntos de intersección de х = у- 1, х = 4y- 16, son: 


у-1-4у-16 > Зу-15 y=5 => x?-5-1-4 


> 


(6,13) 
(-6,13) 


(3,10) 
(-3,10) 


(2,5) 
(25) 


Las parábolas y el ее у determinan la región señalada en seguida (también se podría haber 


considerado la región simétrica a la izquierda del eje y): 


A | 7 +10] [o]+[-8 +24] | 2516 


А=12 u° 


APUNTES DE ESTUDIO 


403. Hallar el área de la parte sombreada, si 0 < a< 1. 


ху= 4a(2a -y) 


Circunferencia de radio a 


Solución: 
х?у =8a? – Дау 
(х? + 4a) y = 8a? 
_ Ва? 
x? + 4a 


Por la simetría de la curva, el área sombreada es igual a dos veces el área bajo la curva 
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2 
= aum y a la derecha de O (x > 0), menos el área del círculo, es decir: 


— x? «4a 
oo 2 
А-а] ыг dx - ла? 
о x* + Да 
со а? 
А=16| — dx - za? 
о x“ + Да 
| 1 . © а? 
Evaluemos la integral impropia | 5—4: 
о x“ + Да 


° 22 | в а? 
| 1 ах = ит | 7 dx 
о x^ + 4a бог Јо x“ + Да 


Сото | : аи : arctan 5-4 С, а»0,епето5 que: 
2 2 2 а 


© 2 b 
a А а 

| 5 ах т | 5 ах 

o x“ + 4а бог Јо x“ + Да 


= lim a arctan а 
Зе] 2 2а B 
2 
А b 
= lim | — arctan -0 
im 24a | 
ET ее = 
2 b>% 2а 
(а л 
2 2 
_ ла? 
4 


Entonces: 


358 404. Calcular el área de la región ubicada en el primer cuadrante encerrada por las curvas: 


X2 + y2 = 9, x= 0, y Зх, х2 + zy 9. 
Solución: 


Grafiquemos las curvas: 


Hallemos las coordenadas del punto A (en el primer cuadrante): 


y =3x 
у = ү9- х2 


APUNTES DE ESTUDIO 


3 
X, === 
Зх = 49- x? 9x? 29- x? 10х2=9 > х=+ а мо 
10 Эн 9 
А 10 
Hallemos las coordenadas del punto В (еп el primer cuadrante): 
y =3x 
2 2 
== +6 
d 3 
2 ын 
qe +6=3x > -2x* +18 =9х = 2х? +9х -18=0 = (2x-3)(x+6)=0 5 
Ув = 


Entonces, el área de la región sombreada es: 


x x 
A [1 P ts 9 x јак» f” -Exe хв -зх |а 
oL 3 х | 3 


3 3 
A p" 2 9-x? ах f? _ 2 Ed dx 
0 3 3| 3 


Мо 


2 


Сото [ve и?аи 2 a? — и? 4 e arcsen £ (a » 0): 
a 


3 3 
A= [5-2 6-8 ве [% a a 


0 


0 
3 SU 3 
А= -2 уз бх X ө x? + 2 arcsen а. mo -248 PE Ч 
9 2 2 БУР 9 2 |3 
7 0 


3 18 27 9 


A=|- + =L – arcsen : e) |- +9- 
| 5/40 МО 20 2 Л0 4 8 


3 2|-- 3 (18 27 
5/10 МО 20 


до 8 27 9 c I E Тава 87:27 
[5/10 20 2 40] 8 50 20 
39 9 1 2 

A-——--—arcsen—— ü 


8 2 ло 


мо | о 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


х2-4 


405. Hallar el área encerrada por la curva у = й 
x*-16 


y la recta у = 1, tal que |х| > 5. 


Solución: 


|x| > 5 implica que x<-5 o x» 5, lo que corresponde a la zona sombreada siguiente: 


x=5 х=- 


El gráfico respectivo es: 


360 


El área sombreada total es igual al doble del área sombreada ubicada en el primer 


cuadrante: 
© 2 
Аза] 12 -4 1 
5| x“ -16 


«|,2 A4. у2 
А-2| X 5 x*+16 He 
5 x* -16 


А-24| | E E 
5 Lx“ -16 


b 1 
А =24 lim | | 7 a 
бог Ј5 | x“ —16 


APUNTES DE ESTUDIO 


406. Hallar el área comprendida entre Іа curva y = 


Solución: 


х-4 
x+4 


A=24 fim аі 
b—9|8 


| 


24 . b-4 5-4 
A lim [Іп 
8 бо» b+4 5+4 
= ы 
А = 3 lim [Іп "ALES 
рә pct 9 
b 
А = 3[Inl «In9] 
A = 3In9 u° 
a? 
х? +a 


Como а > 0, el gráfico correspondiente es: 


El área sombreada es igual a: 


00 3 
a 
A=2 dx 
0 8 


b 
| 1 
А = 2а? lim | —arctan 
Брэс] а а 0 
3 


га“ . b 
А=—— lim | arctan— – arctan— 
а бог а а 


A = 2а? H 
2 


мн (a> 0) y el eje de abscisas. 


0] 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


407. Calcular el área limitada por la curva y = e* (en el segundo cuadrante) y las rectas x= 0 e 
y= 0. 


Solución: 


La gráfica correspondiente es: 


El área sombreada es igual a: 


362 A= Г e*dx 


Que por simetría es igual a: 


A=| edax 
0 
b 
A= im | е “ах 
Вос Jo 
b 
А = lim[-e* 
lim [7], 
A= lim e! 
bw e 
A=1 u° 


408. Hallar el área де la menor región comprendida entre las curvas: y? = ax, Y = 2ах - x° en 
el primer cuadrante. 


Solución: 


El gráfico de у? = ax es una parábola de eje horizontal, con vértice en (0, О) y que se abre 
hacia la derecha (si a > 0). 


El gráfico de y? = 2ах- X° es una circunferencia, con centro en (a, О) y radio a (si a > 0). 


APUNTES DE ESTUDIO 


Los puntos que están en el primer cuadrante (х > O, y > 0) en los que se cortan las curvas 
Y = аху у =-X + 2ax son: 


ах = -х? +2ах = х?-ах=0 = х(х-а)=0 > | 


El gráfico correspondiente es: 


Y 


2 
х=а-үа y 


Calculemos el área sombreada integrando a lo largo del eje y, para lo cual a partir de cada 
ecuación debemos expresar х en términos de y. De la ecuación y? = ax se tiene que de 


2 2 
la ecuación y? 2 —x? + ax tenemos (x a) a? =-у?, x-a=z+ a? — y?; en este caso 


debemos seleccionar x – a Ja? у?, х= а ya? y? porque es el valor de x, de los 


dos que corresponden a cada valor de y, que se encuentra a la izquierda de x= a. Entonces, 
el área sombreada está dada por: 


4 Ї — 
ее 


2 


Сото [уг и?аи 2 а? u +5 arcsen £ (a > 0): 
a 


a 


o 


A Р ay 4 zat У? +5, РРА d 
Emma 
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409. Comprobar que el área de la región comprendida entre la gráfica de f, zd. y las rectas 
que pasan por el origen y por los puntos A(1,f,,) y B(X fa) es igual a Inx,. x 


Solución: 
Como fa) -1- 1, la recta que pasa por los puntos (0,0) y A(1,1) tiene pendiente m = 1 y 


su ecuación es: 


у-0 = 1(х- 0) 
узэх 
1 pu 1 
Г) = —, la recta que pasa por los puntos (0,0) y B| х ES tiene pendiente m — 
(а) X1 1 n X -0 х 
y su ecuación es: 
угбе 50) 
x 
m" 
х? 


Га сима у m y la recta y = x se cortan en: 2 xe = 1, 
X x 


1 1 1 1 2 2 
La curva y = — y la recta y =— x se cortan en: — =— x, X“ = xf, 
Х Xi X Xi 


Para que exista Inx,, se requiere que x, > 0. Por lo tanto, solo consideramos el punto de 


2 


: 2 1 2 А 
intersección a» — |que está ubicado en el primer cuadrante. 
x 
1 


APUNTES DE ESTUDIO 


Grafiquemos: 


El área sombreada es igual а: 


г 1 
x x° х? }" 

А = = | + nx = 
|2 2х | 2х1 |, 
Г 2 

А= ие –[0]+ пху А. Inl E 565 
[2 2х; 2х: 2х: 
1 1 1 1 

А +l | 
2 2х2 E 2x? 

A=Inx; u? 


410. Calcular el área de la región limitada por la parábola у = x? – 9x + 18, el eje de abscisas 
у las rectas x= 2 y X= 8. 


Solución: 
9 әү 
La ecuación у = x? - 9x+ 18 se puede escribir сото у кле (х -3| ‚ que corresponde а 
9 


una parábola cuyo vértice es У Ë -2) eje de simetría vertical, que se abre hacia arriba. 


Las abscisas de los puntos de intersección de la parábola con el eje de abscisas (y= 0) son: 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


La recta vertical x= 2 corta a la parábola en el punto de ordenada у = 22 – 9(2) + 18 = 4 
y la recta vertical x= 8 corta a la parábola en el punto de ordenada y = 8? – 9(8) + 18 = 10 
El gráfico correspondiente es: 


2 
у=х -9х|+18 


El área sombreada es: 


A ай [x? -9x +18-0]ах «Г [x? -9x +18-0]ax 


Xc 


A ЇР 9x + 18 | х | [pe 9х 4 18 | ах 


3 2 P 3 2 1 
366 А= E ect adl. + ЕВ 
3 2 ? 3 2 Е 
А=|9 e +54 5 18-36|- 512 588.144 -[72-162+108] 
2 3 3 
даг и? 
2 


411. ¿Qué área limitan las parábolas у = Х – 2хе у = 12-х? 


125 ит 


R.: un 


412. Sixe [1,2], ¿qué área está debajo de la curva у = y encima del eje de 


x? +5х+6 
abscisas? 
R.: а — 0.094 un? 
1024 


413. Encontrar el área limitada por las gráficas de las parábolas x= y? y x= 2 – уг. 


R.: 2 un? 
3 


APUNTES DE ESTUDIO 


414. 


415. 


416. 


417. 


418. 


Calcular el área de la región R del primer cuadrante acotada por y = Vx , y -0ey =x - 2. 


Emplee elementos diferenciales horizontales. 


R.: 28 un? 
3 


Encontrar el área de la región mostrada a continuación mediante una sola integral. 


y 


¿Cuál es el área de la figura sombreada? 


y 


Determinar el área comprendida entre las curvas y = -x? + Зх e у= 2xš - x? – 5х. 


R.: 16 un? 


¿Qué área tiene la región comprendida por las curvas de ecuaciones y = 4 —x2, y = -X + 2, 
х= -2ух= 3? 
49 5 


R.: — un 
6 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


419. 


420. 


421. 


422. 


423. 


424, 


425. 


426. 


427. 


Dadas las curvas de ecuaciones у = х е y = Зх + 2, encontrar el área comprendida entre 
ambas. 


R.: 6.75 un? 


¿Cuál es el área de la región bajo y = –7х + 29 y sobre y = 5 que está en el primer 


cuadrante? (х = 8) 


R.: - /2 (3 | УВ)=2.007 un? 


Encontrar el área de la región limitada por las curvas logarítmicas y = In2x e y= 4 — Inx, 
entre x= 1 y x= 4. 


R.: 4.8302 un? 


¿Qué área encierran entre sí las curvas у= ее y= 1 – x°? 


R.: 0.08235 un? 


Una región está limitada por у = tanx, y = О y x = */,. Considere que х» О y encuentre el 
área de la región. 


R.: In./2 


¿Cuál es el área comprendida entre y = зепх e y = зес2х siendo x e ГУЛЕ 


42 


В. X un 
2 
: 1 43 
Calcular el área bajo la curva у = arctan2x comprendida entre las rectas Х = 5 y х= EE 
R.: Уз агс {ап ХЗ л 117 


In— = 0.0636 un? 
3 8 4 6 


Dadas las ecuaciones q = CILE 2yq=p- 1, calcular el área de la región encerrada entre 
p 
ambas considerando que q > 0 y рэ 0. 


R.: 104.85 un? 


2 2 
¿Qué valor tiene el área encerrada por la elipse POS =1? 
a 


R.: лаб 
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428. 


429. 


430. 


Demuestre que la parte sombreada de la figura adjunta corresponde а los ?/, del área del 
paralelogramo ABCD. (AD es tangente a la parábola). 


У 


B(-3,9) 


+D 


Sea A, el área de la región comprendida entre у = x? y у = 2х? en el primer cuadrante, у 
dentro del rectángulo limitado por x= t, y= Ру los ejes coordenados. Si Ко es el área del 


At) 


rectángulo, hallar lim ——. 
1-0 Ríe) 


2-42 
3 


R.: 


Una región R está limitada por las curvas y = 4 — X y el eje de abscisas. Calcular el 
momento de inercia de dicha región con respecto al eje de ordenadas. El momento 
de inercia de una región plana de densidad 1, respecto de la recta [, se calcula como 


| “га, siendo d la distancia del elemento dA a la recta L. Considere las unidades kg у т. 
R 


R.: 8.53 kg x mt? 
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8. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO VIII 


431. El costo marginal en dólares por unidad de una compañía que fabrica cuadernos está dado 
por СМ а) ээн q? +2500, en donde q representa el número de cuadernos producidos. 


1000 
Encontrar el costo de producir 120 cuadernos si se sabe que los costos fijos son $ 200. 


Solución: 


Por dato: CM HE. donde C= C... 
(9) dq (9) 


i FEN 5 
Se tiene que: ¿=p +2,500) (4) 


| 201 2 2 
Integrando: [ае “оос | (9 + 2,500) (ааа) 


[ае == (858 2,500)? (гаа) 


1 (92+ 2500) 


С =—— +К 
370 2000 35 


Cuando q = 0 С = 200: 


200 = —. (0.2500)? + K 
3,000 


К = 200 – 41.66 = 158.34 


De donde: 


3 
ба ze. 2500) +158.34 
3,000 


Cuando q = 120: 


3, 
Es (120% 2,500) +158.34 
3,000 


С =732.33 +158.34 = $890.67 


432. Durante la jornada laboral (8 а. т. a 5 р. m.), el número de llamadas telefónicas рог 
minuto que pasan por un conmutador varía de acuerdo con la fórmula: 


APUNTES DE ESTUDIO 


433. 


5 0411 
5 15414 
fa) = 0 4<1<5, 
3 54118 


27-3t 8<1<9 


en donde tes el tiempo en horas, medido a partir de las 8 a. m. Calcular el número total 
de llamadas durante la jornada laboral. 


Solución: 
Como к, está expresado en llamadas por minuto y t está expresado en horas, al igual que 


dt, el nümero de llamadas se obtendrá de la integral | f) (60dt). 
=> Муни 


llamadas 
minuto 


` minutos 


Es decir, el total de llamadas dentro de la jornada laboral viene dado por: 


8 9 


3(60dt) + | (27 - 3t)at 


[ве 60e) + | 5(eoat) + | o(eoat) f 


1 5 


Efectuando operaciones: 
2 

SE | 
2 


во| + 5(4 1) -3(8 5)27(9-8)-3(8-88) 


Se obtiene: 


60[2.5+15+9+27-25.5]=60(28) = 1,680 llamadas 


La utilidad marginal de cierta compañía es 100 - 2q pesos por unidad cuando se producen 
y venden q unidades. ¿Cuál es la utilidad máxima posible de la compañía si la utilidad es 
700 pesos cuando q = 10? 


Solución: 


A partir de: 


— = 100-24 => dU = (100 – 2q) dq 
q 
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Se tiene que: 
U q 
| ай = (100 - 28 )ад 
700 10 
U 29 
U Poo = 100g -q E 
И – 700 = 1004 - q? (1,000 100) 
Ре допде: 


U =-q? +1009 - 200 


La máxima utilidad se produce cuando E =-2q +100 = O. 
Si q =50 unidades = U máxima = -50? +100(50) - 200 = 2,300 pesos 


: TRES : TM : zt 
El valor de reventa de cierta maquinaria industrial disminuye a razón de -960e % pesos 
por año cuando la antigúedad de la máquina es taños. Si la máquina se compró nueva por 
$ 5,000, ¿cuál será su valor al cabo de 10 años? 


Solución: 


Sea V, el valor de la máquina al cabo de t años después de ser adquirida. Entonces: 


21 
ДҮ 0806 Њ => dV = 4 


d 
——dt = -960e “Pdt 
dt dt 


Con lo cual: 


a [v - [-эвое аі 


V= 960(5) [e 79 ЕЭ 
V = 48008 % +С 
Como У = 5000 cuando t = 0: 
5,000 = 4,800(1) + С — С = 200 
Ре допде: 
Ve) = 4 8008 % +200 


Con lo cual: 


-1% 
Ито) = 4,800е ¿° + 200 = $849.61 
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436. 


Las estadísticas de población recopiladas desde 1990 indican que taños después de dicho 


año, la población de cierto distrito crecía arazón de 2720 personas por año aproximadamente. 
t 


a) ¿Cuál era la población en el año 1990 si en el año 1999 la población del distrito era 
117,000 personas? 


b) Si el patrón de crecimiento se mantuviera, ¿cuál será la población en el año 2015? 
Solución: 


Como 


Empleemos la integral definida: 


В t 
(t) | 1,500 
dP, = | dt 
1. 0-3 МЕ 


o 1500 


117,000 РА 


P, -117,000 = 3,000| - /3 | 


t 
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Ва = 3,0001 +108,000 


a) En el año 1990, t= 0, la población fue: 
Ro) = 3,000./0 + 108,000 = 108,000 habitantes 
b) En el año 2015, t= 25, la población será: 
R25) -3,000,/25 + 108,000 = 123,000 habitantes 


Determinado pozo de petróleo que produce 200 barriles de petróleo crudo al mes, se 
agotará en 3 años. El precio del petróleo crudo es $ 20 por barril y se espera que aumente 
$ 0.05 por mes. Asuma que el petróleo se vende tan pronto como se extrae del pozo y 
determine el ingreso total que se obtendrá de dicho pozo. 


Solución: 


Sea 1, los ingresos totales acumulados durante los primeros t meses. Entonces: 
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Z = 200[ 20 + 0.05£ 


pesos 
T ] 


fa = [а - 200 | (20 + 0.051) at 


Cuando t=0 > /= О у cuando t= 36 > /=1, 


Entonces: 
tr 36 
| dl = 200 | (20 + 0.057) at 
0 0 
т ээ? 
/ - 200| го + шаг | 
1 2 
0 
De donde: 


0.05(36) 
+ - 0=200| 20(36) .————-0-0 


/; = $ 150, 480 


Resolver el problema anterior si se asume que el petróleo se venderá al final de сада: a) 
mes, b) quincena y c) día. Comparar los resultados. 


Solución: 
Sea Ри, = 20 + 0.05t el precio del barril de petróleo cuando al cabo de t meses. 


a) El precio de cada barril al cabo del primer mes será P= $ 20.05. Al cabo de 2 meses, 
el barril costará Po = $ 20.10. Al cabo de 36 meses, el barril costará Poo = $ 21.80 


Los ingresos totales serán: 


ђ = 200[20.05 +20.10+...+ 21.80] 
Ir =200(753.30) = $150,660 
р) Si se lo vende cada quince días, se venderán нм =100 barriles quincenales. Al cabo 
de los 15 primeros días, ѓ - = 0.5 barriles. Al cabo de los 30 primeros días, 


1- 39 =1 barriles. 
30 
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De donde: 
тээ 100| Ros) Prg eige teet Pao] 
17 =100|20.025 + 20.050 + 20.075 + ... + 21.80] 


l, = 100(1,505.7) =$150,570 


с) Cada día se venderán — = 6.66 barriles. Al cabo del primer día, t x al cabo del 
segundo día, Ё = = ‚..., У así sucesivamente. Los ingresos totales serán: 
200 
те So (Лиз) + Крузо) +... + Pas) 
200 
ђ = y [20901666 + 20.003333 +... +21 .80 | 


_ 200 


= 39 [22.572.90] =$ 150,486 


г 


Los resultados se resumen еп el siguiente cuadro: 


375 
Ventas mensuales $ 150,660 
Ventas quincenales $ 150,570 
Ventas diarias $ 150,486 
Ventas continuas $ 150,480 


Como era de esperarse, el resultado del problema anterior es el valor límite de los ingresos 
totales obtenidos al mes, a la quincena, al día, etc. 


438. А las 7:00 a. m. de cierto día, el nivel de ozono es 0.25 partes por millón (ppm). El 
pronóstico de las condiciones del aire en 12 horas indica que t horas después el nivel de 


0.24 - 0.03t 


436 4 16t - 1? 


momento se presentará el nivel máximo de ozono? ;Cuál será el nivel de ozono en ese 
momento? 


ozono estará variando a razón de partes por millón por hora. ;En qué 


Solución: 


Sea О, el nivel de ozono al cabo de t horas después de las 7 a. m. Del dato: 


40) — 0.24—0.03t 
dt J36+16 


-1 
= (36 + 16! -t?) % (0.24 – 0.030) 


Entonces: 
1 
dO, = (36 «16t - t?) 2 (0.24 — 0.03t )at 


О mejor: 


-4 
ад, = (36 +16+ гү? 0.03 [(0.24 – 0.03t) at 


_ 0.03 гү» 
d0 == (36+16t - t?) (16 - 2t)at 


De donde: 


=] 
O) -0.015|(36-:16:-12) ШОГ 


V36+16t -t 
Y | 
2 


376 д.) = 0.03136 + 161 -t° +C 


б) =0-015 


Cuando t= 0 > Oo = 0.25 


Entonces: 


0.25 = 0.03436 +0 -0 +C 
C 20.07 


EI nivel de ozono es: 


д.) = 0.03436 +161 -t° + 0.07 


EI máximo nivel de ozono se producirá cuando: 
40,) _ 0.03(16-21) 


t-8 
dt 2436 +16t - 2 


Es decir, se producirá a las 7 + 8 = 15 horas. El máximo nivel de ozono es: 


2 
Ову = 0.03/36 + 16(8) – 82 + 0.07 


Ов) = 0.03(10) + 0.07 = 0.37 ppm 
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440. 


Después de t meses en el trabajo, un empleado postal puede clasificar las cartas a un 
ritmo de Q, = 700 – 400e?*' cartas por hora. ¿Cuál es el ritmo promedio al que el 
empleado clasifica las cartas durante los 3 primeros meses en el trabajo? 


Solución: 
: ад : 
А partir de ад = qr se obtiene que: 
ад = (700 -400e 95t Jat 
Entonces: 


| ад = | (700 - 400675 Jat 


Q =700t – 400 ов б 
-0.5 


Q = 700t + 8009 %% + C 
Cuando t=0 > 0-0: 
0 =700(0) + 800e? + С = С = -800 
De donde: 377 
Q.) = 7001 + 800e ^*' — 800 


Al cabo de 3 meses, habrá clasificado: 


-1.5 
Qa) =700(3) + 800e 7 = – 800 


Оз) = 2,100 + 178.50 - 800 
Qa) = 1,479 cartas 


El promedio de cartas clasificadas por mes es —- = 493. 


Encontrar una función y = f,, que satisfaga las siguientes condiciones: 
> 
n вай 2 а 1 с. a мый 
f (х) = “25 f'a =2 ; fo =8 . 
Solución: 


Se tiene que: 


Е df' X Е 
Po ў? > (9 х - АШ 2 


Entonces: 
Jar: ‚= [а 
“ИМ 
2223 2 
27) u tA s 
Como Pa) 22: 
! 2 | | 
Pa) au 1-1-22-23 
Si 
df, 
(х) 2 2 
Po) di гэ > 01) | Jm З | ах 
2 2х 
df — +3 dx +3x + А. 
инь 
J Y 
(уул AX +3x + K, 
378 Como Тр = 8: 
foy = 440 +3(0) + А =8 > к, =8 
De donde: 


Дн) = 4x + 3х +8 


441. Una compañía maderera determinó que la pérdida media de peso (W ) por tronco en 


aW 12 165 


dt 6+9 día 


función del número de días t de tiempo de secado cumple соп 
Calcular la pérdida total del peso en 100 días. 
Solución: 


Encontremos la función И: 


aw Tot > [aw [= 
ыз“ 
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Cuando += 0 > w= Q (no hay pérdida de peso apenas el tronco es talado): 


W, [4 t 24 
[Law | 12 at = [ (162 +9) 2 (1648) 


0 o /167 +9 16 Jo 


0- 1d ierss| 
1602) |, 


Wa = [16+ - 6 (6) 9 | 
27 = 14167+9 -3| 


Wa- 


Entonces, al cabo de 100 días, la pérdida total de peso es: 
W, 25 1609-3 | = 55.668 libras 
(100) = 2 1,609 –3 | = 55. 
442. La probabilidad de encontrar un porcentaje de hierro comprendido entre а у b, en una 
b 
muestra de mineral en cierta región geográfica, viene dada por Р, , -| 39,3 (1- хү? ах. 379 
а 


Encuentre la probabilidad de que una muestra contenga entre 0% у 25%. 
Solución: 

Encontremos / = је (1 – 2 ах. 

Sea x = sen? 0 > ах = 2зепд cos 000 


Entonces: 
% 
l= | sen? 6 (cos? 9) (2зеп 0 соз 6d6) 


/-2| sen Ө. cost 9. зепвае 
2 3 4 
| => (1-cos 2 -cos” 0 · зепдад 
1 => | [1- 36052 9+ 3cost 9 — сове ө]. соз“ o- senado 


[= -2 | (сов“ 0 – 3 сове 0 + 3cos? 0 – cos!” 0)(-sen 0d0) 
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5 7 9 11 
/=—2 Со5°?Ө_3со5' 0 3с05:0 cos 0 С 
5 7 9 11 


ит. 
5 7 3 11 


De donde: 


0.251155 3 3% 
R = x" (1- xy? ах 
са |, нн 


Si х= sen?ó, cuando х= 0 >0=0 


cuando x = 0.25 — 5670 = 0.25 — sen0 = 0.5 > 0 = 30° 


Entonces: 
И | 
00:25 5 
32 o 
I = —2соз5 30°| 2 — Š cos? 30° + 1 сов“ 30° - 2 cos? 30° | + 
380 5 7 3 11 
+2cos* 0° 4 25 cos? 0°+ | cos! 0°_ сове 0° 
5 7 3 


cia 


30° 9 У./3 [ 2,049 16 
1 2 +2 
о 16) 2 |73,920 1155 


= -0.027006179 + 0.027705627 = 0.000699448 


ЇЕ? 


Con lo cual: 


Руо25 = зүс -(0.000699448) = 0.025246 


Es decir, la probabilidad de encontrar entre el 0% у el 25% de hierro en determinada 
muestra es 2.5246% 
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443. La probabilidad de recordar, en un cierto experimento sobre la memoria, resulta ser 


b 
15 
Pap = uz — хах, en donde representa el porcentaje de recuerdos (véase la figura 
a 


adjunta). 


Para un individuo elegido al azar, ;cuál es la probabilidad de que recuerde entre el 50% 
y el 75% del material? 


Solución: 


Se pide encontrar: 
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0.7515 15 0.75 
P b 3l 1 ХМ — хах = 1 | Х41- хах 


0.50 0.50 


Calculemos: /- [^ — хах 
Sea: 1- x = f? > ах = —2tat 


Si: x 20.75 ре -0255t-7 


Si: x 20.52 f? = 0.5 jx 


Entonces: 


| t^)(t)(-2tat) = e[ (e t^ Jat 


3 ,5 233 
— $t. E Е зе |+с 
15 


De donde: 


15 0.75 15 
Po.50.75 = pu ХМ – хах = Ети / 


зан УРА Н P1] 


-111(17) 42(7 -1 
Р - = 17-28\2, = 0.243528 
0.5075 = 72 К z) 4 2) eri | 


Es decir, la probabilidad de que recuerde entre el 50% y el 75% del material es 24.3528%. 

444. La probabilidad de recordar, en un cierto experimento sobre la memoria, resulta ser 
b 

P, b -Í Df — хах, en donde x representa el porcentaje de recuerdos (véase la figura 
a 


adjunta). 
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¿Cuál es el porcentaje medio de recuerdos? Es decir, ¿para qué valor de b es cierto que la 
probabilidad desde O hasta b es 50%? 


Solución: 


Del problema anterior, considerando que Ё = 1 – x, зе tiene que: 


P, “аа xy*[s-sQ аў 


4 | 15 
а 


b 
gs =q -х)[2+3х] 
а 


Se requiere que: 


b 
Ps 141-0} ПБА" = 0.50 
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Entonces: 


= Буг [2 + 36] да) 0.50 


(1-2 (2-381-2--1 


(1-5) [2+35]=1 


Tabulamos para valores де b: 


b (1-5) (3b +2) 
0.50 1.237 
0.60 0.9613 
0.59 0.9897 
0.58 1.0180 
0.586 1.0010 
0.587 0.9982 
0.5865 0.9996 
0.5864 0.9999 


Con lo cual, la probabilidad de recordar entre el 0% y el 58.64% del material es 50%. 
445. Га pendiente de la normal (perpendicular a la tangente) en un punto cualquiera de una 
2 
curva está dada por M Hallar la ecuación de la curva, sabiendo que en el punto (a, —а) 
nx 


la tangente a dicha curva es paralela al eje de abscisas. 


Solución: 


У = и) 
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Se tiene que L, 1 Lu: 


Por lo tanto: 
dy пх 
dx x? 
Entonces: 
dy = ПХ dy 
x 
Jay = | рак 
х 
1 
u=Inx у =-= 
X 
y Т 
"тв ape 
х Х 
Con lo cual: 
Inx dx 
a ЈИ E 
X X 
nx 1 +С 
X X 
Calculemos у: 
l.y dnx 1 
у! x | 
x? x? 
А 1- Іпа. 1 
У (ха) 77-28 P 
De donde: -1 +1па +1= 0 > па =0 > а=1 
Por lo tanto, la curva pasará por el punto (1,-1): 
-Inl 1 
1-1 э-1------40 
(1,-1) e y ТЭ 


-1--140-20-0 
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De donde, la ecuación de la curva es: 


_-пх 1 


Х Х 


La gráfica de f, es: 


=] 


446. La rapidez de cambio de la pendiente de la recta tangente a una curva у= g, en cualquiera 
de sus puntos está dada рог f, = 18x- 4. Encontrar g ,, si la curva pasa por (15.136) y 


arctan6 es el ángulo que forma, con el eje x, la recta tangente a £, en el punto de 
intersección con el eje y. 


Solución: 


La pendiente de la recta tangente a la curva de ecuación у = g,, en un punto P de ella 


2 
viene dada por у y su rapidez de cambio es ау =g" 4. 
dx |; ax? E (xp) 

Por lo tanto: 

g d =18х – 4 

8 (1) = 9x? — 4x +С, 

£7 3x? - 2x? « Cx + C; 

. 2-13 

Se sabe que: (и) 8 
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Además: 8 (х-о) -6 
6=9(0) - 4(0) «C, (2) 
Si C, = 6, en (1): С, = -4.5. 
Con lo cual, la ecuación de у= g, es g, = 3x8 — 2х2 + 6x 4.5. 


De donde: 


gj = -15.5 


Asuma que un tractor adquirido en $ 60,000 se deprecia mediante el método de equilibrio 
y doble balance durante un período de 10 afios. Se puede suponer que la razón en la que 
disminuye su valor contable está dada рог А, = 13,388.61*92231t (0 < [< 10) dólares рог 
año en el tiempo t. Encontrar el valor de mercado del tractor después de 5 años de haber 
sido adquirido. 


Solución: 


La depreciación total del tractor durante sus primeros 5 айо$ de vida es: 


5 5 
| dR = | 13,388.61e 02231401 
0 0 


5 
[ar _ 13,388.61 е-0-22314 
0 (-0.22314) 


[ar =$ 40,339.48 
El valor de mercado del tractor al cabo de 5 años de haber sido adquirido es: 
60,000 - 40,339.48 = $ 19,660.52 
Se proyecta que el flujo neto de inversión (tasa de formación del capital) del conglomerado 
gigante LTF Incorporated será а millones de dólares por año еп el año t. Encuentre 


el capital acumulado por la compañía en el segundo año. 
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Solución: 


El capital acumulado por la compañía en el segundo año es: 


De donde: 


C -3(5:196-1.837) = 2.24 millones de dólares 


449. Si después de 100 segundos queda el 30% de la cantidad inicial de una muestra 
radioactiva, encuentre la constante de decrecimiento y la vida media del elemento. 


Solución: 
La cantidad de muestra radioactiva М. al cabo де t segundos viene dada рог №, = Ме“. 


De acuerdo con el dato: 


-К(100 
Моо) = Ме “6% = 0.30N, 
De donde: 
e 100K 20.30 
-100К = ІпО.30 
-In0.30 


La constante de decrecimiento es K == = 0.01204. 


Por otro lado, la vida media (1) de una sustancia radioactiva es el tiempo que se requiere 
para que la cantidad de la muestra se reduzca a la mitad. Entonces: 


№) = Noe (9) = 0.50%, 
De donde: 


еко = 0.50 
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450. 


388 


-Kto =1n0.5 


i Inl _пг n2 
к K К 


Con lo cual: 


to = e -57.57" 

0.01204 
Se encontró que un rollo de papiro egipcio tenía una relación "Са 12C igual al 70% de la 
relación correspondiente a la de un material similar actual. Estime la antigüedad del rollo. 


Solución: 


Se debe tomar en cuenta que el carbono 14, "^C, tiene una vida media de 5,600 años. 
Esto significa que al cabo de 5,600 años, la cantidad de átomos de carbono 14 contenida 
en restos de plantas fósiles o restos arqueológicos de origen orgánico se reduce a la mitad 
ya que la otra mitad se ha descompuesto. 


| : : | In2 
De acuerdo con el problema anterior, la vida media de una sustancia es ty = rá 
Entonces: 
БЕ а 
K 5,600 
Se tendrá que: 
In2 


2 ——— f 
М) = Noe Kt = Ме 5600 =0.70№ 


Es decir: 
_ In2 t 
e 5,600 = 0.70 
TO 
5,600 


La antigúedad del rollo es: 


(1п0.70)(5,600) 
In2 


t = 2,882 años 
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451. Encontrar el flujo promedio F en el intervalo [0,7] si se asume que el flujo sanguíneo en el 
A 


em Гат. 


tiempo f viene dado рог Fa) = 
Solución: 


El flujo promedio Fen el intervalo [0, T] viene dado рог: 


Es decir: 
1 T 
0 


rhe = n ECT 


De donde: 


452. Considere que una población tiene un crecimiento exponencial dado por SN юү para 


t> |. Suponga que N = N, cuando t= L. Determine el tamaño N de la población al cabo 
de taños. 


Solución: 


Se tiene que: 


ам = AN yt 
dt 
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PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


dN = KNdt 
SN gi 
N 
Entonces: 
N t 
| ам _ Ка 
№ М to 
N t 
ШИМ = КЕ 
De donde: 


InN мМ№ =K (t -to) 


N 
In——-K(t-t 
паска) 
N зею) N = Nge (Се) para t > 1, 
№ 


453. Азита que la población mundial era 2,000 millones en el año 1930 y que 30 años 


390 después aumentó en 50%. Considere una ley de crecimiento exponencial y estime la 
población en el año 2020. 


Solución: 


Si №, es la población mundial en el tiempo t, se cumple que: 


он КМ = dN = KNat ¿e 
dt М 


Ка 

Зеа t= 0 еп el айо 1930 5 Мо = 2,000 millones. 
t= 30 еп el айо 1960 > Мас, = 3,000 millones. 
t= 90 en el año 2020 > Мо = ?. 


Calculemos la tasa de crecimiento K: 


3000! 30 
| [ка 
2000: М 0 
3000" 30 
ШИН = Кб 


d 3,000 K 


| (30-0) = K = —_InŠ = 0.00135 =1.35% 
2,000 30 2 


APUNTES DE ESTUDIO 


Entonces: 
N 90 90 
= | ка = | EXHL 
2000' М 0 о 130 2 
De donde: 
М 90 
(90) 
InN sAn 
2000: 90 227, 
N 
2 - m2 (90-0) 
2000 301 2 
1( 3 
Nioo) - «зо "ае 2 е31п1.5 
2,000 
De donde: 


Мо) = 2,/000e3!"1- millones 
111.53 3 
Мос) =2,000е" ? = 2,000(1 б) 
Еп el айо 2020 se estima una población de 6,750 millones de personas. 
Nótese que el aumento poblacional en 30 años (1930 a 1960) fue 50%. Si se mantuviera 
ese aumento poblacional en cada período siguiente de 30 años (1960 a 1990 y 1990 a 
2020), se llegaría a una población en el año 2020 de: 
2,000'(1.5)(1.5) (1.5) = 2,000'(1.5)* = 6750' 
(En el año 2011 se alcanzó la cantidad de 7,000 millones de personas en el mundo). 
454. La velocidad de un auto (en pies/segundo), t segundos después de partir del reposo, está 
dada por la función fa) => (0 <1< 30). Determine el espacio recorrido entre t= 9 у 
t= 16 segundos. 
Solución: 
ds 


A partir de v = di > ds = ий = 2 tat. 


El espacio s recorrido entre t= 9" у t= 16" es: 


5 16 
8-| ds = | 2 Jtat 
0 9 
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3 16 
| -4 E F] = 49,33 metros. 
3 | з 


455. La razón de cambio del precio unitario р (en dólares) de las botas para mujer está dada 


-250х 


37 » en donde х representa la cantidad demandada diariamente en 
164 x* 22 


рог p = 


centenas. Determinár la función de demanda para estas botas si зе sabe que el precio 
unitario es $ 50 cuando se demandan 300 pares. 


Solución: 


Se tiene que: 
dp З -250х 
3 
ax (16 + хаў? 
Cuando x= З (centenas de pares) — р = 50 
Х = х (centenas de pares) > р=р 
392 Entonces: 
_ dp dic -250х 
3 
a (16+ хаў? 


р x -250х 
шэн 
(16 + х?) 2 


ах 


ар 


р 250 (16-42) 7 | 


| 50 2 4 


р-50-250 1 1 
\6+х? 1649 


De donde: 


APUNTES DE ESTUDIO 


456. 


. d? са 
En cualquier punto Fs de una curva se cumple que p = 2. Encontrar la ecuación de la 
| x 
curva si se conoce que (1,3) es un punto de inflexión en el que la pendiente de la recta 
tangente es -2. 


Solución: 
| Зу 
Integramos еп forma sucesiva la expresión P 2: 
x 
3 
dy z- [LA [га =2x +0, (а) 


2 
— [= [eaa x + O,x + C, (8) 


ау ах х? ox 
- [22 a = [te +Сх *C;)dx == аг? Г + Cox + Сз (у) 


De los datos dados: 


EE а?у 
(1,3) es punto de inflexión >—5| =0 (1) 393 
ах 0) 
dy 
la pendiente en (1,3) es -2 — --2 (2) 
ах (1) 
(1,3) es un punto de la función EZ 3 (3) 
(1) en (a): 
0=2(1) + С, =-2 
(2) еп (В): 
-2= 12 + (620) + G, => 0 2-1 
(3) еп (у): 


3 - о Es 


457. 
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Con lo cual: 
* EC 14 
x 
; - (-1)x4 
d i s i 
Es decir: 
"T Ae 14 
3 3 


La función de demanda de cartuchos de repuestos рага un purificador де agua está dada 
por р = -0.01 4? -0.1q + 6, en donde p es el precio unitario en dólares y q es la cantidad 
demandada cada semana, en millares. Determine el excedente de los consumidores si el 
precio de mercado se establece en $ 4 por cartucho. 


Solución: 


Dado: 


p=-0.01q? -0.1q +6 
—100р = q? + 109 - 600 

100 p = (а + 5)2– 625 
(а + 5)? =-100 (р- 6.25) 


El vértice de la parábola es И-5, 6.25). 


Si p=4 (q + 5)? = -100(4 – 6.25) = 225 > q + 5 = 15 > q+ 10, 


el excedente de los consumidores es: 


10 
ёс-| || 0.019? - 0.19 +6) 4 јад 
[0] 


APUNTES DE ESTUDIO 


10 


3 2 
EC = -0.01 -0.1L 129 
3 2 И 


_-0.001(1000) 0.1(100). 


ЕС +20 
3 2 
ЕС = ID. 20 =11.667 millares de dólares 


458. Para una determinada mercadería la ecuación de la demanda es 30p = 3600 - q? (p en 
dólares y q en unidades). La función de costo total está dada por C = (q + 20)? dólares. 
Calcular el excedente de los consumidores si la cantidad producida y, por lo tanto, el precio, 
en un monopolio, se determinaron de manera que se obtuvo la máxima utilidad total. 


Solución: 
La función utilidad es: 


U=/-C=pq-C 


3,600 - q? m 
U | 25 р (q +20) 


І з 2 
И =120 409 – 400 
9 30 а =q q 


La utilidad será máxima cuando U o = 0. 


U (q) = 80 109: 24-0 
q? +204 – 800 = 0 
(q +40)(q-20)=0>9=20>p — 
Entonces: 
Р Л 
ik ЕС = 20-37-2200 
EC - IESI 
013 30 
20 60 @ 
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459. La curva de Lorenz se emplea en el estudio de la distribución del ingreso. Si x es el 
porcentaje acumulado de receptores de ingresos, ordenados de los más pobres a los más 
ricos, e y es el porcentaje acumulado de ingresos, entonces la igualdad de la distribución de 
ingresos está dada por la recta y = x (el 10% de las personas recibe el 10% de los ingresos 
totales, el 20% recibe el 20%, etc). El grado de desviación con respecto a la igualdad se 


área entre la curva y la recta y = x (CD=0 
áreabajolarecta у = x ' 


mide mediante el coeficiente de desigualdad ср = 
si hay igualdad de distribución de ingresos). 


Asuma que la distribución real está dada por la curva de Lorenz que se define por 


_ 20x* 
EE 


+ Е y determine el coeficiente de desigualdad. 
Solución: 
Grafiquemos la curva de Lorentz y la recta у = x: 


396 POS 


El coeficiente de desigualdad viene dado por: 


-A _ 
ср = i0 =2А 
2 


Entonces: 


1 2 
ср 2| q ак 
б 21 21 


APUNTES DE ESTUDIO 


1 


2 3 
s de 20x | 


(221 (3)21 


0 


Ср 2110 0 20.1 20 
21 3 63 


: a T " | 
460. Siz; = === es la función de costo marginal y los costos fijos son iguales a cero, hallar 


мах +b 


el costo de producción de а unidades. 
a 


Solución: 


A partir de CM ве 2 


dx  Jax+b 
fac = [£o = | (ах +b) 2 dx 
x 


- a(ax + b) 2, se tiene que: 


| аС= ЈЕ + b) 2 (adx) 


Es decir: 397 
зь 
cl- (ax + Буг 
: ГА 
0 
2 % 


C-0-2(8b«b) -2(0+b) 


C = 2(34b) - 24b = 44b 


461. Sea pel precio de un bien; q= 130 – Зр, la demanda; y а = 30 + 2p, la oferta. Supongamos 
que el precio p = p,, varía con el tiempo y que la rapidez de variación de p es proporcional 
al exceso de la cantidad demandada. Si inicialmente el precio es $ 10 y al cabo de 5 años 
es $ 15, determine el precio al cabo de 10 años. 


Solución: 


Grafiquemos las funciones de demanda q, = ho y de oferta q, = f 


A partir del enunciado: 


dt | 


; ар _ _ zd us: 
Si acc 100 5р] dp ара К (100 - 5p)at 


Entonces: 
dp 
—— —— - Каі 
398 100 -5p 


Сото p= 10 cuando t=0 y p = 15 cuando t= 5: 


Г 1 Kdt 
10 zs 5p 


кіў 


Іп(100 вр] 


Б 100-5(10) 
о: lnd In2=5K 
5 50 5 2 
Ре допде: 
К Жэ 
25 
Análogamente: 
Ато 1 
-—In(100 - 5p) - (тој. 
10 25 


£P. к (а, -q,) = К[(130- 3p) - (30 +2р) ] 


APUNTES DE ESTUDIO 


1, 100- Зрбо) 1 


In In2)(10-0 
5 100 - 5(10) 251 | ) 
100-5p 
In 00 902142 
50 4 
De donde: 
100 – 5p(10) 1 
EG 2 > Pro) = $17.50 


462. Un estanque puede contener un máximo de 10,000 peces y la tasa de crecimiento de la 
población de peces es proporcional al número de peces presentes y a la diferencia entre 
10,000 y el número presente. El estanque inicialmente contenía 400 peces y 6 semanas 
después había 3,000. ¿Cuántos peces tendrá el estanque después de 8 semanas? 


Solución: 
Sea Р. la población de peces cuando han transcurrido t semanas desde el inicio. 


Se sabe que para: 
#=0— Ру = 400 
(o) 399 
t =6 > Fe) = 3,000 
t = — P = 10,000 


Consideremos que 10,000 = Á y escribamos: 


dp 
DE LA - 
E p(A- p) 


Entonces: 


dp =Кр(А- p)at 


dp 
- Kdt 
p(A- p) 
: ын і ар = Kat 
Ар А-р 


-f m l dp - K [at - «t «c 
АЎ ір 10,000-р 


пр -In(A- p) = AKt + AC 
р 


In = AKt + AC 


Р АКБАС = де^* siendo A, =е^© 
А-р 
p= AA,e A — Ае^р 


De donde: 


_ Аде“ A 10,000 
154% 1+ Ае L+ Aye 10790 


Encontremos los valores de А, y de К: 


10,000 


1+чА Т ТТ 


Ро) = 400 > 400 = 


10,000 
1 + 246600000 


Ве) = 3,000 > 3,000 = 


Соп lo cual: 


-60,000к _ 7. -10,000K _ 
е = É = 0.67810 | 


Calculemos рь: 


400 10,000 10,000 


Ову = m 
(8) 1 + 24e-80000K 1+ га[е 620и y^ 


Ва) = — = 4,824 peces 
1+ 24 (75) 3 
A continuación se muestra la gráfica de: Ro 2 
1+24(0.6781) 
Pia. 
10,000 


5,000 


400 


SEN 


Obsérvese que el punto de inflexión ocurre cuando Pe) = 2 dado que Іа tasa de aumento 


de la población de peces crece de una manera más rápida cuando la población alcanza el 
50% de la cantidad máxima de peces que puede contener el estanque. 


APUNTES DE ESTUDIO 


463. La ecuación de demanda para el producto de un fabricante está dada por: 
_ 200(q +2) 
ан 92-74-6 


en donde р es el precio por unidad (en dólares) cuando se demanda q unidades. Si el 


precio de equilibrio es $ 2,7004 03 , determine el excedente del consumidor cuando el 
mercado está en equilibrio. 


Solución: 


La gráfica de la ecuación de demanda es: 


Py \ 
100 + 
66.66 
2700 
ар 
+ + = 401 
20 25 40 9 


2700 2700 _ 200(а +2) 


Si 
PO AUS 403 867048 


> 9 = 25 unidades 


Entonces: 


MES +2) Ed i 


о |92+79+6 403 


Сото: 


9+2 % 26. 


(9+1)(9+6) 4-1 9+6 


dq 


жү 25 dg Д [?5 a 2700 [25 


54% 4-1 54% 4-6 403 Jo 


25 25 2,700 
| – == х 


ЕС = 40 (9 +1), +160п(а +6), 203 525 


464. 


402 


De donde: 


ЕС = 401126 +160131 – ш, 
6 403 


ЕС =130.32 + 262.76 – 167.49 = 225.59 dólares 


Cuando el precio de ип producto es р dólares, las rapideces de cambio de la demanda y 


de la oferta son, respectivamente, | ‚ en donde las cantidades (0), 


-pq y pq 
(44-2?) ` (p?-36 
demandadas y ofrecidas, están expresadas en miles de unidades. Considere que cuando p= 9 
dólares, la cantidad demandada es 2,000./7 unidades y la cantidad ofrecida es 3,000 
unidades. 

a) Encuentre la demanda cuando p= 6 dólares. 
b) Determine la demanda insatisfecha si p= 9.5 dólares. 
c) Encuentre el excedente de los consumidores si p= 11.2 dólares. 


Solución: 


a) Se tiene que para la ecuación de demanda se cumple que: 


dq -pq -pq 


= >dq = а 
ар 144- р”? 4 144 – p? 4 
j2- __-рар _ 
q 144- p° 
_1 2 
Ing = 511 (144 - p | «Inc 
Entonces: 
q -C4144 - p? 
2,000 


, зе obtiene: 


Сото q,, g- 2,0007 > 2,000047 = C4144- 9? = С = 


2,000 
qa = MA - pf 


Con lo cual: 


(2-6) 144 6? = 4,000\/3 miles de unidades 


APUNTES DE ESTUDIO 


b) Con respecto a la ecuación de la oferta, se tiene que: 


ap pq pq 
= = dq = d 
ар p2-36 1 p? – 36 i: 
[®- рар 
q p? —36 


Ing ZU - 36) «пс! 


Entonces: 


g=0"/p*-36 


Сото д, 4,7 30002 3,000 = С'\/9? – 36 = С' = 1000 se obtiene: 
(259) [5 
1,000 Г > 
=== -36 
qo 45 р 


Para encontrar la demanda insatisfecha cuando р = 9.5: 


Ад = да — da 


(p-9.5) 
ag = 228 144 – 9,5? A 36 


Aq = 4887.63 - 3293.93 = 1593.70 miles de unidades 


(р-9.5) 


403 


Calculemos el excedente de los consumidores si p = $ 11.20: 


12 
EC 2000 144 p?dp 


112 3 


EC ET p? адасып. 


1,000 
3 


12 


11.2 


EC 


[o +226.19- 48.25 173.32] 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


465. 


404 


466. 


ЕС = 1,540 miles de dólares 


Una pelota se deja caer del reposo y después de Е segundos su velocidad es У ш 
seg 

Despreciando la resistencia del aire, demuestre que la velocidad promedio durante los primeros 

7, segundos es un tercio de la velocidad media durante el siguiente lapso de segundos. 


Solución: 


Se tiene que: T. g > dV = gdt 
v= [av = [et = +С 


Cuando t= 0 > V=0: 
O=g8(0)+0=>C=0 
Si V= gt+ 0 = gt, la velocidad promedio en los primeros E segundos es: 
Z 
т ro ale 
- [аа 82| 2|42) 
И = 0 = 0... == 
T T T 
210 р а 


o T А : 
En los siguientes > segundos, la velocidad media es: 


Т t g 2 Т 
Ї їй 82 Т, elr Ч 
22312 2 Зет 
Т Т Т 
ты. 22 2 + 


De donde: и = НД 


Durante una crisis económica reciente, el porcentaje de desempleados creció a razón de 


-0.14 
Ру sss en donde t esel tiempo en meses. Si en #=0 había 4% de desempleados, 


| lie uy 
¿qué porcentaje estará desempleado: a) 10 meses después, b) 20 meses después? 


R.: a) 4.924% b) 5.523% 


APUNTES DE ESTUDIO 


467. 


468. 


469. 


470. 


471. 


En el punto de abscisa х de la gráfica de у = f, se cumple que la pendiente de la recta 
tangente es fax) = 4х3 – 3/x . Determinar f si se sabe que el punto (1,0) pertenece a la 
gráfica. 


3 
R.: fx) =x? -2x241 


Desde 1970, la razón de consumo de petróleo en cierto país ha sido dada, en millones de 
barriles por día, por la siguiente función: 


1401; 0<#<4 
Ra) = 11.68 — 0.07t 4<1<12 
0.24 + 0.05t 12«t «18 


en donde f£ es el tiempo transcurrido en años desde 1970. Calcular el consumo total entre 
1980 y 1985. Considere 365 días рог айо. 


R.: 1,666.22 millones de barriles 


Lavelocidad de producción de anticuerpos cuando han transcurrido t horas después de haber 
405 


or . Encontrar el valor de t para el cual 1, 
+9 


epi d А 1 
sido inyectado un suero está dada рог fr) = 12 
es máximo у calcular el número total de anticuerpos producidos hasta ese momento. 


R.: 3 horas 
51п2 


3 
La productividad física marginal = para una industria de relojes es E = 250 (4 + л). 
x q 


¿Cuál será la productividad física p cuando están en funcionamiento 5 máquinas? 


R.: 21,000 


. 4 4 zum =q, 
El ingreso marginal de una empresa dedicada a comercializar zapatos es R = 10(20-а)е 23 
Determinar la ecuación de demanda del producto. 


-q 
R.: p =200e Yo 


406 


472. 


473. 


474. 


475. 


476. 


477. 


_ 5000In(g +20) 


El costo marginal de una empresa viene dado por С (a) ‚ en donde q es el 


(q +20) 
nivel de producción. Si los costos fijos ascienden a $ 2,000, determinar la función costo. 
5,000 
В.: C.) PUT [1 + In(q +20) | + 2,250 + 2501n20 


El volumen V en litros del aire en los pulmones durante un ciclo respiratorio de 5 segundos 
viene dado aproximadamente por el modelo У = 0.1729t + 0.1522£ - 0.0374f, еп 
donde tes el tiempo en segundos. Dar un valor aproximado del volumen medio del aire en 
los pulmones a lo largo de un ciclo. 


R.: 0.5318 litros 


Supongamos que el precio de la gasolina aumenta de acuerdo con la ecuación P, = 1 + 
0.1t + 0.02Е dólares por galón, en donde f = O representa el año 1983. Si un automóvil 
recorre 15,000 millas en un afío, con una media de M millas por galón, encontrar el costo 
anual en combustible en los años: a) 1985 y b) 1990. 


R.: а) 20650 p) 43150 
M M 


La probabilidad de encontrar un porcentaje de hierro comprendido entre a y b, en una 

| ” "Эн" 1,155 f? 3 з 
muestra de mineral en cierta región geográfica, viene dada por P, , ELS x? (1- xy? dx. 
Comprobar que Р,, = 1. Ё 


в. 1155, 32 21 


32 1155 


Respecto del problema anterior, ¿cuál es la probabilidad de que una muestra contenga по 
menos del 50% de hierro? 


R.: 73.610976 


En cierta universidad, la función de densidad de probabilidad de que la duración de 
una llamada telefónica sea t minutos está dada por f, = 0.4e?^ (f > 0). ¿Cuál es la 
probabilidad de que una llamada telefónica seleccionada al azar dure: a) entre 2 y 3 
minutos, b) 2 minutos o menos y c) cuando mucho 3 minutos? 


APUNTES DE ESTUDIO 


478. 


479. 


480. 


Tenga presente que si f es una función de densidad de probabilidad, entonces la 
а 

probabilidad de que ocurra cierto suceso, en el intervalo [c, dl, es | Крах. Además, toda 
c 

función de densidad de probabilidad debe cumplir dos propiedades: i) f, > O para todo x 


b 
en [a,bl y 1) | fax =1 o 100%. Verifíquelas. 


a 


R.: a) 14.81% 
b) 55.07% 
с) 69.88% 


En estadística, se define la función de densidad exponencial mediante f = ле“ х> Оу 
À es una constante positiva. Determine: 


a) El área bajo la gráfica de f en [0,+=[. 


+00 


b) El valor de | 


o хі dx : 


Б.: а) 1 
b) 1A 


Las funciones de costo marginal son: 


In(x +20) 
2-1 10х 
(х+20) 


CMg = 5,000 


ІМе =180 


en donde x es el nivel de producción. Si los costos fijos ascienden a $ 1,000 y el nivel de 
producción actual es de 14 unidades, hallar la utilidad total. 


В.: $ 206.71 


En cada punto de cierta curva se cumple que y" 43, La curva раза por el punto (1,0) 
x 


siendo 135° el ángulo de inclinación de la tangente en dicho punto. Encontrar el punto de 
abscisa x = e. 


R.: (e,2- е) 


407 


408 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


481. 


482. 


483. 


484, 


485. 


. 3 22 
En cada punto де cierta curva se cumple que у”------. Hallar la ecuación de la curva 


4X +3 


sabiendo que pasa por el punto (1,1) y tiene una inclinación de 45° en dicho punto, y 
determinar la ordenada del punto cuyo x= 6. 


R.: y =4(x зү? 11x -20 
22 


Un camión que viaja a lo largo de un camino recto tiene una velocidad (en pies/segundo) 
en el instante Ё (en segundos) dada por: 


_ 1, 
Ий=то! +2t+44 (0<#<5). 


Encontrar la velocidad promedio del camión durante el intervalo de tiempo desde # = 0 
hasta 1-5. 


R.: 49.69 pies/segundo 


Las ventas de la compañía XYZ durante los primeros t años de operación se aproximan 
mediante la función St) -140.2(2-4, en donde Si se mide en millones de dólares. 
¿Cuáles fueron las ventas anuales promedio de XYZ durante sus primeros 5 años de 
operación? 


R.: $ 6,333,333 
Una inversión de $ 3,000 gana intereses a una tasa anual de 5% compuesto continuamente. 


Después de t años, su valor S en dólares está dado por $ 3,000&^?*', Encuentre el valor 
promedio de una inversión a 2 años. 


В.: $ 3,155.13 


Suponga que se inyecta un líquido de contraste (tinte) en la corriente sanguínea a una 


R | 
razón R constante. En el tiempo t, sea С) = E. la concentración del tinte en un punto a 
(t) 


cierta distancia del punto de inyección, en donde el flujo sanguíneo Р, está dado por 


Fi . : : 

Ке) = паў [о <t <T] . Demostrar que la concentración promedio en el intervalo [0, 7] 
+at 
Ши «Байг 

es Ç= 3 : 


A 


APUNTES DE ESTUDIO 


486. 


487. 


488. 


489. 


490. 


491. 


Se prevé que la población con 65 o más años (en millones) desde el año 2000 hasta el 


85 
1+1,859e 999! 


corresponde al año 2000. ¿Cuál será la población promedio con 65 o más años entre los 
años 2000 y 2030? 


В. 49.7ттїїопез/ ¿a 


año 2050 será fi) = (0 <t< 5) ‚ en donde г 5е mide en décadas у Г-0 


Encuentre la función 7,, si se conoce que la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 
f, en cualquier punto (х, К.) es e" + ху que la gráfica pasa рог (0,3). 


2 
К.: fo) spp 
2 


El número de ciudadanos estadounidenses con edades entre 45 y 54 años (que era igual 
а 25 millones al principio de 1990) aumentará a una razón de R „ = 0.009338 + 0.0198 
– 0.108331 + 1.3467 millones de personas рог año, t años después del inicio de 1990. 
¿Cuántos ciudadanos entre 45 y 54 años se habrán agregado a la población entre el año 


1990 y el año 2000? 


Б.: 37.7085 millones 


Un estudio realizado por cierta compañía de televisión por cable estima que el número 
de suscriptores crecerá a razón de 100 + 2108“ nuevos suscriptores por mes a t meses 
del inicio del servicio. Si 5,000 suscriptores han solicitado el servicio antes de la fecha 
inicial, ¿cuántos suscriptores habrá a 16 meses de dicha fecha? 


R.: 21.960 


Durante unatormenta, la lluvia cayó arazón de PF (O<t<2) pulgadas por hora. ¿Cuánta 
1-4 


lluvia cayó durante la segunda hora? 
4 


R.: 
15 


pulgadas 


¿Cuál debe ser la desaceleración constante que debe imponerse a un automóvil que se 
mueve a lo largo de un camino recto para llevarlo al reposo desde una velocidad de 88 
pies/segundo en 9 segundos? ;Cuál sería la distancia recorrida durante el frenado? 


R.: -9.77 pies : 
seg 


396 pies 


409 


410 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


492. 


493. 


494, 


495. 


496. 


497. 


Los puntos (-1,3) y (0,2) se encuentran en una curva y en cualquier punto (x, y) sobre la 


4? | р 
curva se cumple que P =2- 4x, Determinar el punto de la curva que tenga abscisa х= 2. 


R.: (2,2) 


La ecuación de la recta tangente a una curva en el punto (1,3) es у= x+ 2. Si en cualquier 
punto (x, y) de la curva se cumple que y'(x, y) = бх, obtenga la ecuación de la curva. 


ВЕ. у= х2 – 2х+ 4 
Determine el excedente de los consumidores у el de los productores si se conoce que la 
cantidad demandada (q centenas) se relaciona con el precio (p dólares) según p = -0.2g* 
+ 80, mientras que la cantidad ofertada (q centenas) se relaciona con el precio (p dólares) 
según p=0.1q? + q + 40, y se sabe que el precio de mercado se establece como el precio 
de equilibrio. 
R ЕС = $ 13,333 

ЕР = $ 11,667 
El ingreso marginal de una empresa por su producto es / у= 10(20- x)e 720, Determinar 


la ecuación de demanda del producto. 


R: p= 2.000е 720 


Suponga que Ко Е Я en donde x є [e], es una función de densidad de probabilidad. 
x 

Encontrar la probabilidad de que х» 3. 

R.: 2 —In3 

En el problema 461, ¿en cuánto tiende a estabilizarse el precio cuando el tiempo 

transcurrido es suficientemente grande (t — оо)? 


R.: $ 20 


APUNTES DE ESTUDIO 


498. 


499. 


500. 


La rapidez instantánea de cambio del costo de la educación superior (miles de dólares/ 
año) es el 8% del costo actual [с (у= 0.080 | Si actualmente el costo de la educación 
superior es de $ 20,000, ¿cuál será el costo dentro de 5 años? 

R.: $ 29,836.50 

Las ecuaciones de oferta y demanda para una mercadería en particular son, respectivamente, 
400p = ж + 2,400 y 100p = 1,600 – x. Calcule ЗЕС – 10ЕР si prevalece el equilibrio. 
R.: $ 75.45 

En un mercado monopólico se venden q unidades de un producto al precio unitario de p 
dólares, según p = 274 – д, siendo el costo marginal 39 + 4. 


а) Siel precio de mercado lo fija el monopolista de modo que se maximicen sus utilidades, 
¿cuál es el precio de mercado? 


b) Calcule el excedente del consumidor. 411 


R.: a) 193 b) 486 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


9. PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS DEL CAPÍTULO X 


1 px? 
501. Calcular: | | 14x? удуах. 
043х 
Solución: 


Se pide: 
x? 
dx 


1 x? 1 y? 
'= | а | 14x? уду =Í 14х54- 
о Јах 0 2 ” 


1 7 5 
1=| nex 9х?) ах =7 E 2X 
0 7 5 
1-7 1 9 7 58 58 
7 5 35 5 


2 el 
502. Calcular: | | (1+ 2х + 2y)dydx. 
040 


0 


412 
Solución: 
Se pide: 
2 1 
| af (1-2х-2у)ду 
0 0 
Es decir: 
2 1 
i= | (у +24 + y?) dx 
0 0 
2 
[ [ara 0-0-0)ах 
0 
2 2 
= | (2 + 2x)dx =2х + х? 
0 0 
De donde: 


I =(4+4)-(0+0)=8 


APUNTES DE ESTUDIO 


e «Іх 
503. Calcular: || xydxdy . 
1 Jo 
Solución: 


Se pide: 


Inx 


e Inx e y? 
'= | xx | ydy -| хах | — 
1 0 1 2 К 


Ё е 
ЕЧ! х(пх-оја == | хп? хах 
231 231 


Calculemos: јат Х.ОХ: 


аи о dv = х.ах 
X 


Entonces: 


2 
[x X.dx = I x - f xInxax 


Análogamente: 


Con lo cual: 


504. Calcule la integral doble [| гал en donde R es la región acotada por y = 4 – XX, y= 3x e 
R 


y=0. 
Solución: 


Se tiene que la región R está conformada рог А, y R,: 


413 


Encontramos el punto P de intersección: 
4-х? = Зх > х?+3х-4=0 


(x +4)(x-1)=0> x, =1 


Se pide: 


414 Бі R; = а [хуа + Aff хуах 


Ri Ra 


1 3x 2 4-x? 
4[ хах | ду «а хах | dy 
0 0 1 0 


1 2 
4| Зх?ах saf (4x – хз) ах 
0 1 


1 гүү 
4x°| СЭ 


0 


1 


4(1 0) ale 4 241| 
La integral pedida vale 4 + 9 = 13. 


505. Calcule чу si: 
R 


fy) =X+y 


В: х?+у? <4,х>0,у>0 


APUNTES DE ESTUDIO 


Solución: 
Se tiene: 
2 
dy Ї 
0 2 
y varía entre O y 2 
x varía desde х = 0 hasta x =,/4 – y? 
Entonces: 
2 y4- y? 
= [ооб = [ 9), cnm 415 


506. Usando integrales dobles, calcular el área encerrada en el primer cuadrante por las curvas 
y=4-In(x+ 1) e y= In(x+ 1). 


Solución: 


La región cuya área se requiere calcular se muestra a continuación: 


416 


! у=4- шхх + 1) 


y =In(x+ 1) 
Si se consideran elementos diferenciales verticales, el área es: 


4- In( x+1) 
A= | 218 те Г» 
In( х+1) 


4-In(x -1) 


n(x+1) 


Es decir: 


Ха 
А = 4-1 +1) -| +1) 4 

|; [ n(x +1) -In(x )] x 
La abscisa del punto P se encuentra de igualar: 

4 -In(x, +1) = In(x, +1) 

In(x, +1)=2> x, +1=e? 
Con lo cual: 

x=e-1 
Entonces: 
е2-1 
А -| [4-2(х +1) [ах 


e?-1 


А= 4х –2(х +1)|In(x +1) 1], 


A - 4(e? -1)- 2(e*)| ne? -1]- 0 2[m1 -1] 


А = Де? — 4 – Де? + 2e? -2- 2e? — 6 ип? 


APUNTES DE ESTUDIO 


2 
507. Dada Ку A цанын ‚ determine el área de la región limitada por la gráfica de 
16-2x x22 


ћу el eje de abscisas y la recta x = 3. 


Solución: 


Se muestra un esbozo de la curva: 
y 


12 


El área pedida se compone de: 


2 3x? 2 
А, -| а | dy -f y 
0 0 0 


3 16-2x з [16-2х 3 
А» = | af dy = | y ах = | (16 - 2х)ах 
2 0 2 


2 


417 


3x? 
0 


2 
ax -Í Зх?ах 
0 


0 


De donde: 
A =А +Љ = Pr + (16х ~e 


A =(8-0)+(48-9-32+4)=8+11=19 un? 


508. Mediante el empleo de integrales dobles, hallar el área encerrada entre las curvas: 


у= № 6X + 8х 
у= № - 4х 


Solución: 


Las ecuaciones de las curvas son: 


у = 9-6% + 8х = хе — 6x + 8) = x (x- 2) (x- 4) 
у= № - 4х= х(х- 4) 


La región encerrada por las curvas es: 


Los puntos de intersección se encuentran a partir de: 
X? — 6х? +8х = x? —4х 
x3 7х? +12х =0 
A A(0,0) 
x(x -3)(x - 4) =0>8B (3,-3) 
` С (4,0) 
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Para el cálculo de A, y de А;: 
x3-6x? «8x х2-4х 
Ат -| af, yaf af, 
2 Ax 3 6x? ты. 


Es decir: 


0 
x^ 7х3 2 ў -x^ 7x? 
Ar 6x H H 
4 3 4 3 
0 
и 
4 3 
De donde: 
Ar 45, -32 | 45) 71 ип? 
4 3 4 6 


APUNTES DE ESTUDIO 


509. Empleando integrales dobles, hallar el área encerrada entre las curvas xy = 1 y ух +у-х 


= O а la derecha de la recta x= 1. 


Solución: 


Las gráficas de las dos curvas se muestran en el gráfico siguiente: 


Analicemos si para x> 1, las 2 gráficas se cortan o no: 


Se cortarán si у, = y,. 


No se cortan. 


xy =1> y = Y, 


Ух +у-х= 0 у, 5 
X 


+1 


Рог lo tanto: y, > y, ҮХ» 1. 


El área pedida es: 


4-1 ах 
1 


Y 
dx 
Уг 


У . b у . b 
dy = lim | ах dy = im | y 
Yo Вос 41 Yo Вос 41 
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De donde: 
b 
A=li - а 
m [Бах 
b 
A= Jim | = A E 
Бог Ј1|Х  x*+1 
1 b 
A= lim их Ene) 
рә 2 1 
b 
. x 
A = lim п= 
bw x* 1| 
А = lim | In E In 1 
— b?+1 42 
Сото 


lim | In B = Іп] lim b =ln lim 1 =1п1= 0 
420 Б-»со lb? +1 рэс 152 +1 boo т 2, , 
se tendrá que: 
| 1 1 1 
A=0-— lim In --|n =— 12 
рэю 2 42 2 


510. Suponga que una masa está distribuida sobre una región R del plano ху de forma que la 
densidad en todo punto es igual a la distancia desde el punto al origen (0,0). Exprese la 
masa total de R como una integral doble. 


Solución: 


Se tiene que: 


> 


APUNTES DE ESTUDIO 


511. 


512. 


513. 


514. 


515. 


516. 


517. 


Entonces: 


4 p4 
Evaluar: | | x? y dy dx. 
о dx? 
в. 720,992 
2] 
А 6 63 
alcutar: | | X + y јахау. 
| » y )dxay. 


R.: 36 


1р1 
Calcular: | | уе” ^" ахау. 
04у 


рана ааг 
4 4 


) 


Calcular: wA. Si Пи =9-X*-Y ув: + у «9, х> 0, у> 0. 
R 


R.: 81x 


8 


2 ех-1 
Calcular la siguiente integral: | | (3x? -2y Jaydx. 
1 


x+l 


R.: -8 


Calcular || 1 dA en donde R es el triángulo acotado por las rectas у 
R 


у2 +1 
у = 2. Emplee elementos diferenciales horizontales. 


R.: ЗБ 
2 


Usando integrales dobles, calcular el área encerrada por las parábolas: 
х=у 
8x =- у 


Pis Ул 


421 


422 


PROBLEMAS RESUELTOS Y PROPUESTOS 


518. 


519. 


520. 


Calcular el área comprendida entre las gráficas de fy) = 3x? – x? -10x Y B(x) = -х2-2х. 


R.: 24 un? 


Encontrar el área de la región limitada por las curvas, y = х – 29 — 2, el eje de abscisas 
y las rectas x= 1 y x= 3. 


R.: 11.41 un? 


Asuma que R es la región interior de los límites de cierto distrito, y sea Г. Іа densidad 
de viviendas (número de casa por kilómetro cuadrado) en el punto P, y Si el impuesto 
sobre la propiedad de cada casa del distrito es de $ 4,200 por año, exprese el total de los 
impuestos sobre la propiedad recaudados en el distrito como una integral doble. (Asuma 
que x e y se miden en kilómetros). 


R.: [[4.200t,, y 


APUNTES DE ESTUDIO 


AMENIDAD 2 

En la amenidad 2 del libro #76 de la colección Apuntes de Estudio, titulado Geometría Analítica 
en dos dimensiones —de los mismos autores de este libro-, se planteó el siguiente problema cuya 
solución aparece a continuación. Se han empleado ocho maneras distintas de resolver la parte 


a) del mismo. 


Una región R está dentro de un cuadrado de lado 2a y está conformada por todos los puntos que 
se encuentran más cerca del centro que de sus lados. 


a) Encontrar el área de R. 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que al escoger al azar un punto cualquiera del interior del 
cuadrado, se cumpla que la distancia al centro es menor que la distancia a los lados del 
cuadrado? 

Solución: 


a) Determinemos en primer lugar el área de la región R mediante 8 formas diferentes. 


Ubiquemos al cuadrado de lado 2a de tal modo que el centro del cuadrado coincida con el origen 
de coordenadas: 
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Зеа Poy UN punto cualquiera dentro del cuadrado. Se debe cumplir que: 


dipo) < d; > Ху? <а-х ...(1) 


d po) «d, => үх? + у? «a- y 442) 


dipo) «da => (х + у? <ачх ...(3) 


dipo) «d, > үх? +y? «asy ...(4) 


А partir de (1): Jx + y? <а-х, se obtiene: 
a 


х? + y? «асаў = y? me 2) 


deci 2 2__ Е ; : , : А хэр? 
El vértice de la parábola y 2a(x 2) де eje horizontal es (4.0), se extiende hacia la izquierda 
y pasa por los puntos (0,4) y (0,-а). 


424 


APUNTES DE ESTUDIO 


Сото se trata de una inecuación y el punto (0,0) satisface a y? < -2a(x - 25) = 0 < a, los puntos 
situados a la izquierda de la parábola cumplen con la inecuación (1). 


Análogamente, de (2), (3) y (4) se obtienen: 


y A 

(2) (х- 0)? <-2а(у /,)  v(0,7,) ATA 
m ых 

y ЁС 

(3) (y- 0)? < га(х +4,) М(-/,0) 
4, x 
—а 
y 
a 

(4) (х- OY < 2a(y +°/,) Vlor7/,) 2 3 425 


Para determinar el área de la región R se requiere conocer las coordenadas de los puntos А, В, 
C y D. De acuerdo con la simetría de la figura, A es el punto de intersección de (1) o (2) con la 
recta x= y. Así pues: 


а 
Хо =| 2 -1ja 
241 | ) 
De donde se obtiene: 
(aja J (42-1) 


(в 7 (-42р) 
біс) $ (1-42)a) 
О (је Р (42-12) 


CÁLCULO DEL ÁREA DE LA REGIÓN В 
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La calcularemos descomponiendo R en formas distintas y empleando integrales simples o dobles, 
ya sea con coordenadas rectangulares o con coordenadas polares. 


FORMA #1 


La región R está conformada por 8 regiones 
de área A,. 


PE 


Para el cálculo de A, conviene considerar elementos diferenciales horizontales: 


APUNTES DE ESTUDIO 


A((N2 – Па, (42-13) 


Entonces: 

(V2-1)a а? — y? 

А = ef EL - 12 
3 (/2-1 
ЕЕЕ 
4 1 
А 2а (V2 -1)a а (542 7)a? - (3 29) 
al 427 

4 2 

А == (442 -5)а 
FORMA #2 


La región R se compone de una unión de regiones: 


А = 2(A, + А,) 


г а-х 
ае 2а 
у, = ^а? – ах 
А А "d 
x A Jh A, 
E B 
— -Xog у, = У – 2ах 
767 2a 


Entonces: 
42-1р 
(2-р (V2-1)a а2 — y? х? | 4-242 
= Í [и - угјак = | = dx = ах 3: 3 га? 
3 0.5а 
0.5a la? – 2ах ў” _ 
А; = | [уз жа ја - 2 2° -2ахах-2| | | 10/2 -14 
(42-1) Va 35 3 
(V2-1)a 
Con lo cual: 
A - 2(A +4) 2.4242 41042 -14 «2 4 (45 5)a? 
3 3 
FORMA #3 


La región R se compone de una unión de regiones: 
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A,= А, + 4А, 
Ас: área del cuadrado de lado 2 42 - 1s 


A,: área del segmento parabólico calcu 


ado en 
la forma #2. 


Entonces: 
A -|2( 2 -1Ja] eue 
Дог 4(3–2/2 ја“ + (10/2 -14)a? 


Ar - (42 -5)a? 


APUNTES DE ESTUDIO 


FORMA #4 


La región R se compone de una diferencia de regiones. 


| > А, = 2[A, - 2A] 
< A,: equivale a los ?/, del área del rectángulo 
2-3 circunscrito. 

A E 


A.: área comprendida entre y — a? —2ax y 


>a 2a 
Entonces: 
2[а 2а? 
А 2 
42-1|а 2 2 
Ti ЗЕ =: је 
0 
3 is 429 
3 (a? -аах|? Р P" 
As 2 3 — - 6 
а 25 a 
0 
3 
ES! 25 % а 542 -7 3 jv 
Asse (8-1) at > (42 Ma + 63 а заа 0-0 
А, = 12-82 4229-42 2 
6 3 
Entonces: 
да" 19-848 = 4(4/2 –5) 5 
Ат =2 а“ | = а 
3 3 3 
FORMA #5 


Empleemos integrales dobles para el cálculo del área. 


A -A[A +A] 


A.: área de la región limitada inferiormente 
а? х? 
por у = О y superiormente рог у = 2 ; 
a 


comprendida entre x= 0 y x = (V2 “а. 
А: área de la región limitada inferiormente 
por у = О y superiormente рог y = Ja? – ах , 


comprendida entre x = (2 - Da y x=0,5a. 


De donde: 
2 2 
(v2-1)a шэн 1 (v2-1)a 
= || ахау = а а фу--- Sex" 
a= ffa | «[ ly = |, (а х?) ах 
6 
з (42-1) 
д = ах х _4- 242 а? 
2 ба в 6 
430 
0.5а маг -2ax 0.5а 
А, = [| =Í af dy -| а? — 2ax dx 
а (V2-1)a 0 (/2-1)а 
0.5а 
% 
А -1 (a? - 2ax) ° _ 542 -7 „2 
2а 32 3 
(У2- а 
Entonces: 
_ ca ]_л4-2\2 +102 -14 2_4 2 
Ar =4|A5+A7]=4 5 а а (4/2 5ја 
FORMA #6 


Consideremos elementos diferenciales horizontales: 


A =4[4+4,] 


APUNTES DE ESTUDIO 


Аз: sus límites son 


+ x desde O hasta а – у? 
2а 


+ ydesde O hasta КА -1)а 


x Аз: sus límites son: 


+ xdesde O hasta Ja? - 2ay 


+ y desde (V2 -1)а hasta 0.5а 


De donde: 


0 


As ПЕ - ~ dy | с dx 
R 


А = ПЕ = m „ја 
R 


42 За 0 


Las integrales A, y A, coinciden con las integrales А, y A,, respectivamente, de la forma anterior 
dada la simetría de la región R respecto de los ejes Хе y. 


Por lo tanto: 
А = 2220. = 0.19526а? 
А, = =: La? = 0.023692? 
СА =4[А-+А]=0.8758а? 
FORMA #7 


En coordenadas polares y con integrales simples, el área de una región А está dada por = | „ад, 
R 


siendo p = Ка). 
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P = № 
2 
рад dA = 2 (pd6) p = 5-49 

102 
А=— ав 

2 [2 

R 
0 
0 “р 
El área solicitada es 4А,,, siendo A: 
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La ecuación de la parábola y? 2а| х а | es p- s en coordenadas polares. 
2 1+c0s0 


и |е) 
д | 
л а 


A((N2 – Da, W2 – Па) 


APUNTES DE ESTUDIO 


ОА = (42 За? = (2 М2 ја 


Entonces: 
1 2 а 4 | 
4 4 аө 
А =4Ао 2 | irr) 
E 1 
74 
4 са? | ад 
1 + со50) 
EN 


Como cos 20 = 2cos? 0-1, 


1 + соѕ20 = 2cos? 0 »1«cos6 = 2cos? 7 


De donde: 


2 = 
A = = 2 (sec? 5 аш 5 јад 


74 о(ад 74 өү ө\аө 
— 2 20/00 e 29 180 
А =а MS A > mz) [sec 3 2 


2tan 
Como tan20 atang tan Z 8 =1, 


1—tan° 9 4 1— (ап? ла 


tan? = | 2іап 1 
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De donde: 
tan? Z + 2tan 4122 
8 8 
я Ё л 
t -1| =2>t -42-1 0 
СЕ | > ans 42 (20) 
Entonces: 
3 
A -2 (42-1) +3 Кава) | 
— 222 1 
A, =2a [42 1] -48-24) 
T 6-242 28 
А =2а? (V2 -1) - — (8/2 -10) 
. Даг 
EA =— (472 - 5) 
FORMA #8 
434 
En coordenadas polares у como integrales dobles, el área está dada рог Ї| гарав siendo р =. 
R 
P = fo 
dA = (рад) dp 
22 раб 
S °, аА =рарав 
p -a= [| рарав 
227 79 6 
0 p 


Por ejemplo, el área del círculo de radio R es: 


R гл 
A- || арав = | рар ад 
0 0 


APUNTES DE ESTUDIO 


Como en la forma anterior: 


y 
А - 4A, =4|| papas 
R 


74 Бэ 
x Ar . de I рар 
4 
a 

А 4 7 р? 1+c0s 0 

-% 2 0 
А. =2а? 2 : 700 
774 (1 + cos) 


Se obtiene lo mismo que еп la forma anterior: 
da? 
цаг ти 
435 


2 
р) En resumidas cuentas, como el área de la región R es (4/2 = 5) = 0.8758a* y el área del 


cuadrado de lado 2a es 44”, la probabilidad de que un punto cualquiera del interior del 
cuadrado pertenezca a la región R es: 


0.87582? 


252 =0.21895; vale decir, 21.895%. 
a 


